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1 引言

本文研究非线性椭圆方程在 Rn(n > 2)上的正解的局部和全局行为，更广泛地

研究 n维黎曼流形上的行为。更具体地说，我们研究了孤立奇点附近正解的行为，

并推导出一些 Liouville类型的全局结果。
我们目前的研究源于对物理和几何相关具体方程的研究。我们最简单的全局结

果是

定理 1.1. 令 u(x)是 Rn(n > 2)中方程

∆u+ uα = 0 (1.1)

的非负 C2解，其中

1 ≤ α <
n+ 2

n− 2
, (1.2)

那么 u(x) ≡ 0.

定理 1.1的一个有趣特点是，关于 u(x)在无穷远处的行为并未被假设。因此，

无限可以是一个奇异点。定理 1.1是定理 4.1的一个特例，而定理 4.1又包含在定
理 6.1中。对于 α ≤ n

n−2
，定理 1.1有一个初等证明（参见 [4]）。对于 n = 3，方程

（1.1）与天体物理中的恒星结构相关（参见 [2]）。情形 α = (n + 2)/(n − 2)（这与

杨-米尔斯方程（n = 4）和微分几何（n > 2）相关）会出现在其他地方 [l]。在这种
情况下，u(x)并不完全等于零，但被明确给出（参见 [7]，[4]）。

另一个简单的全局结果是

定理 1.2. 设M 是一个 Ricci张量非负的 n维（n > 2）完备黎曼流形，则M 上方程

∆u+ uα = 0
(
1 ≤ α < n+2

n−2

)
的非负 C2解只有零解.

Yau [16]关于完全黎曼流形上的调和函数的工作表明，定理 1.2中 Ricci张量的
条件是自然的。我们最简单的局部结果为

定理 1.3. 设 u(x)为（1.1）当中在 0 < |x| ≤ R上的非负 C2解，假设

n

n− 2
< α <

n+ 2

n− 2
, (1.3)
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那么要么 x = 0处的奇点是可去的，要么 u(x)是整个球体 |x| ≤ R上面的分布解，

并且这时候当 x→ 0时，

u(x)|x|2/(α−1) → C0, (1.4a)

其中

C0 =

{
2(n− 2)

(α− 1)2

(
α− n

n− 2

)}1/(α−1)

. (1.4b)

更进一步，如果 x→ 0并且 xi/|x| → ζi，那么

|x|(α+1)/(α−1)uxi
(x) → − 2

α− 1
C0ζi, i = 1, 2, . . . , n. (1.5)

定理 1.3 是定理 3.3 和 3.4 的一个特例。更一般的结果见定理 6.4。已知方程
（1.1）存在满足（1.4）的解（参见 [7]）。在附录 A中，我们分析了一个更一般方程
（例 1）的球对称解。（1.1）在孤立奇点附近的正解行为与（1.4）在 1 < α ≤ n/(n−2)

（参见 [8]）时不同。这是 Serrin结果适用的“经典”区域 [12]，[13]。
我们对孤立奇点增长估计的一个应用是以下唯一性定理。

定理 1.4. 设 u(x)是方程

∆u+ |x|σuα = 0 在 x ∈ Rn − {0,∞} (1.6)

的非负 C2解，其中

1 <
n+ σ

n− 2
< α <

n+ 2

n− 2
,

−2 < σ < 2,

α ̸= n+ 2 + 2σ

n− 2
.

(1.7)

我们假设 u(x)的两个孤立奇点在 x = 0和 x = ∞时是不可去的。那么必然，

u(x) =
C0

|x|(2+σ)/(α−1)
(1.8a)

其中

C0 =

{
(2 + σ)(n− 2)

(α− 1)2

(
α− n+ σ

n− 2

)}1/(α−1)

. (1.8b)
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在附录 A中，我们证明如果在（1.7）中省略条件 α ≤ (n+2+2σ)/(n− 2)，则

（1.8）的唯一性不成立。对于 σ = 0，定理 1.4通过另一种方法在 [l]中被确立。如果
1 < α < (n+ 2)/(n− 2)且 σ ≤ −2或者 σ ≥ 2，那么方程（1.6）在 Rn中没有正解，

无论是否存在孤立奇点（参见推论 3.2和附录 A）。我们渐近估计的其他应用见 [l]。
定理 1.1和 1.3基于以下结果，为简化起见，我们首先在 2，3，4三节当中研

究方程

∆u+ bj(x)uj(x) + h(x)uα = 0 在 Rn(n > 2). (1.9)

在 5，6节，我们解决更一般的方程

∂

∂xj

(
aij(x)

∂u

∂xj

)
+ b̃j(x)uj(x) + f(x, u) = 0 在 Rn(n > 2) (1.10)

并附有严格椭圆线性部分，以及在一个完备的 n为黎曼流形Mn上面研究方程

∆u+ bu+ f(x, u) = 0. (1.11)

在（1.11），∆是Mn上的拉普拉斯-贝尔特拉米算子，而 b是M 上面的一个矢量场.
对于我们的局部结果，我们也可以允许对 ∇u产生一定依赖。

我们的全局结果要求Mn 的度量 gij，或者定义在 Rn 上的度量 gij = aij(x)具

有非负的 Ricci张量。这种条件对我们本地的结果来说并非必需。对于局部结果，我
们还允许 aij（或 Ricci张量）中存在一些奇点。总体而言，我们的全局结果对系数
aij 和 bj 的要求比局部结果更严格。但这是可以预料的，因为即使是线性方程情况

也是如此（参见 [5]，[14]）。我们对 bj（Mn时为 b）施加的精确条件和非线性的 f

将在正文中给出。我们结果的重要特点是允许 f(x, u)以 uα(α < (n + 2)/(n − 2))，

其中 u→ ∞。之前的技术（参见 [12]、[13]）仅适用于“经典”区域 α < n/(n− 2)。

我们局部结果的特点如下。对于（1.9）（或（1.10））在 0 < |x| ≤ R中且原点

可能有奇点的正解，我们推导出一个先验上界，并建立一种特殊的哈纳克不等式形

式。这些结果对于奇点的分类具有基础性。证明中使用的关键技术性 Lp 界限是通

过从解构造出的特殊向量场获得的。这个矢量场可能是本文中最重要的新器件。我

们的证明（一旦建立了适当的 Lp 界限）基于标准的 De Giorgi-Nash-Moser迭代论
证。
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我们向量场的基本形式出现在 Obata的几何结果 [10]关于 Sn 上通常度量的共

形变形中。在第 2和第 5节中，我们分别介绍了方程（1.9）和（1.1 l）的向量场。
向量场导致一些恒式（参见（2.7）和（2.13）方程（1.9），以及（5.16）、（5.18）方
程（1.1 1））），这些恒等式是我们大部分工作的基本。论文的组织结构见目录。

2 基本恒等式与不等式——一个特殊情况

这一节我们引入一个新工具去取得估计——一个和弱形式为∫
Ω

{∇η · ∇u− η(bjuj + huα)}dx = 0 (2.1)

（其中，Ω是 Rn中的有界开集且 η ∈ C∞
0 (Ω)）的方程（1.9）的正解相关的几何矢量

场.
我们引入一个新函数

w(x) = u−2/(n−2),

它满足

∆w =
1

2
nw−1|∇w|2 − bjwj(x) +

2

n− 2
h(x)w−((n−2)/2)(α−n/(n−2)). (2.2)

我们定义一个矢量场 V，其分量为

V i(x) = w−(n−1){wijwj −
1

n
wi∆w}. (2.3a)

利用 u(x)写出来，就是

V i =
2

(n− 2)2
{
(u−2/(n−2)|∇u|2) + (n− 2)(u−2/(n−2))i|∇u|2

+
2h(x)

n(α + (n− 4)/(n− 2))
(uα+(n−4)/(n−2))i +

2

n
bj(x)u

−2/(n−2)ujui

}
.

(2.3b)

这里下标表示偏导数，重复指标被求和.
直接计算可以得到

∇ · V = w−(n−1)

{
wijwij −

1

n
(∆w)2

}
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这个式子还可以写成：V^i=\frac{4}{(n-2)^2}u^{-n/(n-2)}(u_{ij}u_j-\frac{1}{n}u_j\Delta u)+\frac{4(n-1)}{n(n-2)^2}u^{-(2n-2)/(n-2)}u_i|\nabla u|^2



+
n− 1

n

(
n+ 2

n− 2
− α

)
h(x)w−((n−2)/2)(α+n/(n−2))|∇w|2

+
2(n− 1)

n(n− 2)
hxi

(x)w−((n−2)/2)(α+n/(n−2))wi

− n− 1

n
bjw

−nwj|∇w|2 −
n− 1

n
w−(n−1)wi

∂

∂xi
(bjwj) (2.4a)

= J(x) +
4(n− 1)

n(n− 2)2

(
n+ 2

n− 2
− α

)
h(x) uα−n/(n−2)|∇u|2

− 4(n− 1)

n(n− 2)2
hxi

(x) uα−2/(n−2)ui

+
4(n− 1)(n+ 2)

n(n− 2)3
bju

−n/(n−2)uj|∇u|2

− 4(n− 1)

n(n− 2)2
u−2/(n−2)ui(bjuj)i (2.4b)

其中

J(x) = w−(n−1)

{
wijwij −

1

n
(∆w)2

}
. (2.5)

我们注意到，

J(x) = w−(n−1)

(
wij −

1

n
∆wδij

)2

≥ 0.

对于 α ≤ (n+ 2)/(n− 2)，（2.4）的第二部分也是非负的.
下文命题 2.1 中的恒等式对于本节及接下来两节的大部分工作来说都是基本

的。本节及接下来两节中的所有积分都将相对于 R上的勒贝格测度进行。

命题 2.1. 设 u是（2.1）的非负 C2解，且 Ω是 Rn中的一个有界开集.设 η ∈ C∞
0 (Ω)
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而 γ 是一个实数.那么

1

2
(n− 2)2

∫
Ω

ηu−γJ(x)

+
n+ 2

n

{
2(n− 1)

n+ 2

(
n+ 2

n− 2
− α

)
− γ

}∫
Ω

ηh(x)uα−n/(n−2)−γ|∇u|2

+ γ(1− γ)

∫
Ω

ηu−γ−2(n−1)/(n−2)|∇u|4

=

∫
Ω

∆ηu−γ−2/(n−2)|∇u|2

− 2

n

∫
Ω

ηihu
α−2/(n−2)−γui +

2(n− 1)

n

∫
Ω

ηhxi
uα−2/(n−2)−γui

+
2(n− 1)

n

∫
Ω

ηhbju
α−2/(n−2)−γuj + 2(1− γ)

∫
Ω

ηiu
−γ−n/(n−2)ui|∇u|2

−
[
2(n− 1)

n− 2
− 3γ

] ∫
Ω

ηbju
−γ−n/(n−2)uj|∇u|2 − 2

∫
Ω

ηibju
−γ−2/(n−2)uiuj

+
2(n− 1)

n

∫
Ω

ηbibju
−γ−2/(n−2)uiuj.

(2.7)

注记. 如果 η(x) ≥ 0，并且 γ ∈ (0, 1)足够小，则（2.7）左侧的每个项都是非
负的（本文中我们始终假设 α < (n + 2)/(n − 2)）.考虑到（2.7）的后续应用，我
们将包含 η导数的项称为“曲面”项，其他项称为“体积”项。

命题 2.1的证明 根据散度定理，我们有∫
Ω

∇(ηu−γV) ≡
∫
Ω

ηu−γ∇ · V− γ

∫
Ω

ηu−γ−1uiV
i +

∫
Ω

ηiu
−γV i = 0. (2.8)
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利用（2.4b）、方程（1,9）以及散度定理，我们得到

1

2
(n− 2)2

∫
Ω

ηu−γ∇ · V

=J +
2(n− 1)

n

(
n+ 2

n− 2
− α

)∫
Ω

ηhuα−n/(n−2)−γ|∇u|2

− 2(n− 1)

n

∫
Ω

ηhxi
uα−2/(n−2)−γui

+
2(n− 1)

n

(
n

n− 2
− γ

)∫
Ω

ηbju
−γ−n/(n−2)uj|∇u|2

− 2(n− 1)

n

∫
Ω

ηhbju
α−2/(n−2)−γuj −

2(n− 1)

n

∫
Ω

ηbibju
−γ−2/(n−2)uiuj

+
2(n− 1)

n

∫
Ω

ηibju
−γ−2/(n−2)uiuj,

(2.9)

其中

J =
1

2
(n− 2)2

∫
Ω

ηu−γJ(x). (2.10)

利用（2.3b），方程（1.9），和散度定理，我们发现

−1

2
(n− 2)2γ

∫
Ω

ηu−γ−1ui

=− n+ 2

n
γ

∫
Ω

ηhuα−n/(n−2)−γ|∇u|2 + γ(1− γ)

∫
Ω

ηu−γ−2(n−1)/(n−2)|∇u|4

+ γ

∫
Ω

ηiu
−γ−n/(n−2)ui|∇u|2 −

n+ 2

n
γ

∫
Ω

ηbju
−γ−n/(n−2)uj|∇u|2.

(2.11)

类似的，

1

2
(n− 2)2

∫
Ω

ηiu
−γV i =−

∫
Ω

∆ηu−γ−2/(n−2)|∇u|2 − (2− γ)

∫
Ω

ηiu
−γ−n/(n−2)ui|∇u|2

+
2

n

∫
Ω

ηihu
α−2/(n−2)−γui +

2

n

∫
Ω

ηibju
−2/(n−2)−γuiuj.

(2.12)

将（2.8）与（2.12）结合，我们很快得到（2.7）。我们还需要以下命题 2.1的替代
形式。
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推导（2.9）的地方需要：前两个不用动，后面对(b_ju_j)_i项中的u_{ji}分部积分，并且合并同类项即可


首先，存疑最前面那个被积分项是否需要一个因子V^i

然后，这个等式需要利用的是公式（2.3b）当中的批注，特别要把u_iu_{ij}u_j项改写成为\frac{1}{2}(|\nabla u|^2)_iu_i，从而就得到|\nabla u|^4
最后所有二阶导数项（求和之后）都可以通过（1.9）改写成低阶导数项


还是使用（2.2）的批注，我们需要的是：
1.在第一项里面，对\eta_iu_{ij}u_ju^{-\gamma-n/(n-2)}的i进行分部得到；
另外疑似后两项应该是-n/(n-2)-\gamma



命题 2.2. 设 Ω, η还像命题 2.1当中那样，更进一步，设 γ ̸= α+(n− 4)/(n− 2), γ ̸=
−2/(n− 2).那么由（2.10）定义的 J，

J+
n+ 2

n

{
2(n− 1)

n+ 2

(
n+ 2

n− 2
− α

)
− γ

}∫
Ω

ηhuα−n/(n−2)−γ|∇u|2

+ γ(1− γ)

∫
Ωηu−γ−2(n−1)/(n−2)|∇u|4

=
2(n− 1)

n

∫
Ω

ηhxi
uα−2/(n−2)−γui

− 2

n(α + (n− 4)/(n− 2)− γ)(γ + 2/(n− 2))

×
[
2(n− 1)(n+ 1)

n− 2
− (2n+ 1)γ

] ∫
Ω

η(bihi + bj,jh)u
α+(n−4)/(n−2)−γ

+
2

n(γ + 2/(n− 2))

[
(n− 1)n

n− 2
− 3n

2
γ

] ∫
Ω

ηbj,ju
−γ−2/(n−2)|∇u|2

− 4

n(γ + 2/(n− 2))

∫
Ω

η

{[
(n− 1)n

n− 2
− 3n

2
γ

]
bj,i

−
[
(n− 1)(n+ 1)

n− 2
− 2n+ 1

2
γ

]
bibj

}
u−γ−2/(n−2)uiuj

+
1

α + (n− 4)/(n− 2)− γ

[
2

n
+

4(1− γ)

γ + 2/(n− 2)

] ∫
Ω

∆ηhuα+(n−4)/(n−2)−γ

+
4

n(α + (n− 4)/(n− 2)− γ)(γ + 2/(n− 2))

∫
Ω

ηi

{[
(n− 1)2

n− 2
− 2n− 1

2
γ

]
hi

−
[
(n− 1)(n+ 1)

n− 2
− 2n+ 1

2

]
bih

}
uα+(n−4)/(n−2)−γ

− 2(n− 3)/(n− 2)− 3γ

γ + 2/(n− 2)

∫
Ω

∆η−γ−2/(n−2)|∇u|2 + 2

n(γ + 2/(n− 2))

×
[
(n− 1)n

n− 2
− 3n

2
γ

] ∫
Ω

ηibiu
−γ−2/(n−2)|∇u|2 + 4(1− γ)

γ + 2/(n− 2)

×
∫
Ω

ηiju
−γ−2/(n−2)uiuj −

8

γ + 2/(n− 2)

[
n− 1

n− 2
− γ

] ∫
Ω

ηibju
−γ−2/(n−2)uiuj,

(2.13)

其中 bj,i(x) = ∂bj/∂xi.

命题 2.2的证明需要如下的引理.
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引理 2.1. 设 Ω和 γ 像命题 2.1当中一样，并设 Z ∈ C∞
0 (Ω)是有着分量 Zi 的矢量

场，那么∫
Ω

Zi(u−γ−2/(n−2))i|∇u|2 =
∫
Ω

divZu−γ−2/(n−2)|∇u|2

− 2

∫
Ω

Zi
ju

−γ−2/(n−2)uiuj −
2

α + (n− 4)/(n− 2)− γ

×
∫
Ω

(divZ + Zihi)u
α+(n−4)/(n−2)−γ

+ 2

∫
Ω

Zibju
−γ−2/(n−2)uiuj.

(2.14)

证明 根据公式（2.1），∫
Ω

{
−(Ziu−γ−2/(n−2)ui)juj + Ziu−γ−2/(n−2)ui(bjuj + huα)

}
= 0. (2.15)

我们发现，其中

(Ziu−γ−2/(n−2)ui)juj =
1

2

∂

∂xi
(Ziu−γ−2/(n−2)|∇u|2)

− 1

2
Zi

iu
−γ−2/(n−2)|∇u|2

+
1

2
Zi(u−γ−2/(n−2))i|∇u|2 + Zi

ju
−γ−2/(n−2)uiuj,

(2.16)

并且

Ziu−γ−2/(n−2)uihu
α =

1

α + (n− 4)/(n− 2)− γ

×
{
∂

∂xi
(Zihuα+(n−4)/(n−2)−γ)

− (Zi
ih+ Zihi)u

α+(n−4)/(n−2)−γ
}
.

(2.17)

对比（2.15）-（2.17）就得到了（2.14）.
注记. 公式（2.14）和他的证明类似于著名的 Pokhazaev恒等式（参见 [11]）.
命题 2.2的证明 恒等式（2.13）由（2.7）通过调整右边的项如下：∫

Ω

ηihu
α−2/(n−2)−γui

= − 1

α + (n− 4)/(n− 2)− γ

∫
Ω

(∆ηh+ ηihi)u
α+(n−4)/(n−2)−γ,

(2.18)
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对Z^iu^{-\gamma-2/(n-2)}u_i使用弱形式


最后一项就是求导直接得到，前面几项直接计算就可以，无需用到（1.9）


同样是直接计算的内容，也不需要使用（1.9）


直接对u^{\alpha-2/(n-2)-\gamma}u_i=\frac{1}{\alpha+(n-4)/(n-2)-\gamma}(u^{\alpha+(n-4)/(n-2)-\gamma})_i分部积分



∫
Ω

ηhbju
α−2/(n−2)−γuj

= − 1

α + (n− 4)/(n− 2)− γ

∫
Ω

(ηihbj + ηhjbj + ηhbj,j)u
α+(n−4)/(n−2)−γ,

(2.19)

而中间的项∫
Ω

ηiu
−γ−n/(n−2)ui |∇u|2 = − 1

γ + 2/(n− 2)

∫
Ω

ηi(u
−γ−2/(n−2))i|∇u|2 (2.20)

且 ∫
Ω

ηbju
−γ−n/(n−2)uj|∇u|2 = − 1

γ + 2/(n− 2)

∫
Ω

ηbj(u
−γ−2/(n−2))j|∇u|2 (2.21)

就是在（2.14）当中分别取 Zi = ηi 和 Zi = ηbi.将上述修改代入（2.7）后，得到
（2.14）。

接下来我们推导局部问题的基本界限。在论文其余部分，c 表示严格正常数，

且可能发生变化.

命题 2.3. 设 Ω是 Rn(n > 2)的有界开集，设

ζ(x) ∈ C∞
0 (Ω),

0 ≤ ζ(x) ≤ 1.
(2.22)

（a）对于 n ≥ 4，假设
2

n− 2
< α <

n+ 2

n− 2
, (2.23)

0 < γ < min
{
1,

2(n− 1)

n+ 2

(
n+ 2

n− 2
− α

)
, α− 2

n− 2

}
. (2.24)

那么存在严格正常数 c满足对于大的 p，

J + c

∫
Ω

ζph2u2α−2/(n−2)−γ + c

∫
Ω

ζpu−γ−2(n−1)/(n−2)|∇u|4

≤c
∫
Ω∩supp ζ

(|∇ζ|2 + |∇logh|2 + |b|2)(2α−2/(n−2)−γ)/(α−1)

× h−(−γ+2(n−3)/(n−2))/(α−1)

+ c

∫
Ω∩supp ζ

[
(|∆ζ|2 + |∇ζ|2)2 + |∇ζ|2|b|2 + |b|4

](2α−2/(n−2)−γ)/2(α−1)

× h−(−γ+2(n−3)/(n−2))/(α−1).

(2.25)
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同上，对(u^{\alpha+(n-4)/(n-2)-\gamma})_i分部积分即可


很复杂的计算，丑的很



（b）对于 n = 3，假设 2 < α < 5，那么对于严格正常数 c和 p > 2，

J + c

∫
Ω

ζph2u2α−2 ≤c
∫
Ω

ζp−1[|∇ζ|2 + |∇ζ||∇ logh|+ |∇ζ||b|+ |∇ logh|2

+ |∇ logh||b|+ |∇b|+ |b|2]huα−1

+ c

∫
Ω

ζp−2{|D2ζ|+ |∇ζ||b|+ |Db|+ |b|2)}u−2|∇u|2,

(2.26)

其中 |D2ζ|和 |Db|分别是 ζij 和 bj,i的范数.

证明 我们先考虑 n ≥ 4的情形，我们对 η = ζp使用（2.7），我们需要利用杨
不等式

ab ≤ θr
ar

r
+

1

θs
bs

s
, (2.27a)

1

r
+

1

s
= 1. (2.27b)

限制（2.7）右边各项.取 p > 4就有∫
Ω

∆ηu−γ−2/(n−2)|∇u|2 =
∫
Ω

{pζp−1∆ζ + p(p− 1)ζp|∇ζ|2}u−γ−2/(n−2)|∇u|2

≤ cθ2
∫
Ω

ζpu−γ−2(n−1)/(n−2)|∇u|4

+
c

θ2

∫
Ω

ζp−4(|∆ζ|+ |∇ζ|2)2u−γ+2(n−3)/(n−2).

(2.28)

以类似的方式进行，我们有∫
Ω

ηihu
α−2/(n−2)−γ ≤ p

∫
Ω

ζp−1|∇ζ|huα−2/(n−2)−γ|∇u|

≤ cθ2
∫
Ω

ζphuα−n/(n−2)−γ|∇u|2 + c

θ2

∫
Ω

ζp−2|∇ζ|2huα+(n−4)/(n−2)−γ,

(2.29)

∫
Ω

ηhbju
α−2/(n−2)−γui ≤cθ2

∫
Ω

ζphuα−n/(n−2)−γ|∇u|2

+
c

θ2

∫
Ω

ζp|∇ logh|2huα+(n−4)/(n−2)−γ,

(2.30)
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这个|\nalba\zeta|是从\eta_i=p\zeta^{p-1}\zeta_i\leq p\zeta^{p-1}|\nabla\zeta|来



∫
Ω

ηhbju
α−2/(n−2)−γuj ≤cθ2

∫
Ω

ζphuα−n/(n−2)−γ|∇u|2

+
c

θ2

∫
Ω

ζph|b|2uα+(n−4)/(n−2)−γ.

(2.31)

∫
Ω

ηiu
−γ−n/(n−2)ui|∇u|2 +

∫
Ω

ηbju
−γ−n/(n−2)uj|∇u|2

≤ cθ4/3
∫
Ω

ζpu−γ−2(n−1)/(n−2)|∇u|4

+
c

θ4

∫
Ω

ζp−4(|∇ζ|4 + |b|4)u−γ+2(n−3)/(n−2),

(2.32)

∫
Ω

ηibju
−γ−2/(n−2)uiuj +

∫
Ω

ηbibju
−γ−2/(n−2)uiuj

≤cθ2
∫
Ω

ζpu−γ−2(n−1)/(n−2)|∇u|4

+
c

θ2

∫
Ω

ζp−2(|∇ζ|2|b|4 + |b|4)u−γ+2(n−3)/(n−2).

(2.33)

把（2.28）-（2.33）代入（2.7），我们发现对于足够小的 θ(c > 0)，

J + c

∫
Ω

ζphuα−n/(n−2)−γ|∇u|2 + c

∫
Ω

ζpu−γ−2(n−1)/(n−2)|∇u|4

≤ c

∫
Ω

ζp−2(|∇ζ|2 + |∇ logh|2 + |b|2)huα+(n−4)/(n−2)−γ

+ c

∫
Ω

ζp−4
[
(|∆ζ|+ |∇ζ|2)2 + |∇ζ|2|b|2 + |b|4

]
u−γ+2(n−3)/(n−2).

(2.34)

我们现在需要如下引理.

引理 2.2. 设 φ(x) ∈ C∞
0 (Ω)，那么(

α− 2

n− 2
− γ

)∫
Ω

φ(x)uα−n/(n−2)−γ|∇u|2

=

∫
Ω

φ(x)ju2α−2/(n−2)−γ −
∫
Ω

φiu
α−2/(n−2)−γui +

∫
Ω

φbju
α−2/(n−2)−γuj.

(2.35)

证明 直接在（2.1）当中取 η = φuα−2/(n−2)−γ 即可.
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我们在（2.35）中取 φ(x) = ηh = ζph并代入（2.34）.另一个（2.29）-（2.31）
的应用得到

J+c

∫
Ω

ζph2u2α−2/(n−2)−γ + c

∫
Ω

ζpu−γ−2(n−1)/(n−2)|∇u|4

≤c
∫
Ω

ζp−2(|∇ζ|2 + |∇ logh|2 + |b|2)huα+(n−4)/(n−2)−γ

+

∫
Ω

ζp−4
[
(|∆ζ|+ |∇ζ|2)2 + |∇ζ|2|b|2 + |b|4

]
u−γ+2(n−3)/(n−2).

(2.36)

对于满足（2.24）的 γ 和足够大的 p，我们可以利用（2.27）得到界∫
Ω

ζp−2(|∇ζ|2 + |∇ logh|2 + |b|2)huα+(n−4)/(n−2)−γ

≤cθq1
∫
Ω

ζph2u2α−2/(n−2)−γ

+
c

θq
′
1

∫
Ω

(|∇ζ|2 + |∇ logh|2 + |b|2)(2α−2/(n−2)−γ)/(α−1)

× h−(−γ+2(n−3)/(n−2))/(α−1)

(2.37)

以及（n ≥ 4）∫
Ω

ζp−4
[
(|∆ζ|+ |∇ζ|2)2 + |∇ζ|2|b|2 + |b|4

]−γα−2/(n−2)−γ)/2(α−1)

≤cθq2
∫
Ω

ζph2u2α−2/(n−2)−γ

+
c

θq
′
2

∫
Ω

[
(|∆ζ|+ |∇ζ|2 + |∇ζ|2|b|2 + |b|4

](2α−2/(n−2)−γ)/2(α0−1)

× h−(−γ+2(n−3)/n−2)/(α−1),

(2.38)

其中

1

q1
=
α + (n− 4)/(n− 2)− γ

2α− 2/(n− 2)− γ
,

1

q′1
= 1− 1

q1
=

α− 1

2α− 2/(n− 2)− γ
(2.39)

1

q2
=

−γ + 2(n− 3)/(n− 2)

2α− 2/(n− 2)− γ
,

1

q′2
= 1− 1

q2
=

2(α− 1)

2α− 2/(n− 2)− γ
. (2.40)

选择足够小的 θ，（2.36）-（2.38）就可以得到（2.25）.
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接下来我们考虑 n = 3的情况，并证明（2.26）.在这个情况下，我们对 γ = 0

和 n = 3使用（2.13）.恒等式（2.13）和（2.29）的另一个应用，得到

J + c

∫
Ω

ζphuα−3|∇u|2

≤c
∫
Ω

ζp−1
[
|∇ζ||∇ logh|+ |∇ζ||b|+ |∇ logh|2 + |∇ logh||b|+ |∇b|

]
huα−1

+ c

∫
Ω

ζp−2
[
|D2ζ|+ |∇ζ||b|+ |Db|+ |b|2

]
u−2|∇u|2.

(2.41)

对 γ = 0, n = 3利用引理 2.2，得到了（2.41），并结合（2.29）-（2.31），我们得到
（2.26）.

注记. 除了（2.38）外，（2.25）证明中的所有步骤在 n = 3时也成立，前提是

0 < γ足够小。界限（2.38）失败，因为 q2在 n = 3时为 0。正是因为这个步骤，我

们不得不采取（2.13）.

3 局部结果与孤立奇点的分类——一个特殊情形

本节研究（1.9）正解的局部行为，并分类其孤立奇点。我们首先推导一个上界
和一种特殊形式的哈纳克不等式，适用于可能存在孤立奇点的正解，比如原点。这

一结果对推导所有后续结果具有基本重要意义。

定理 3.1. 设 u(x) 是 0 < |x| ≤ R 上方程（1.9）的一个 C2 正解，其中 1 < α <

(n+ 2)/(n− 2).我们假设 h(x)是 0 < |x| ≤ R上面一个满足

c1|x|σ ≤ h(x) ≤ c2|x|σ 在 x = 0附近 (3.1a)

|∇ logh| ≤ c

|x|
, (3.1b)

其中 c1, c2, c是正常数，而 σ是任何一个实数.我们假设对于 n ≥ 3，

|bj(x)| ≤
c

|x|
在 x = 0附近, (3.2)

而 n = 3时

|∇bj(x)| ≤
c

|x|2
在 x = 0附近. (3.3)
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那么

（i）存在一个正常数 c满足

u(x) ≤ c

|x|(2+σ)/(α−1)
在 x = 0附近;

（ii）（哈纳克不等式）存在 θ0满足对于任意 0 < θ ≤ θ0，0 < ε < 1
2
R，

sup
ε≤|x|≤(1+θ)ε

≤ c inf
ε≤|x|≤(1+θ)ε

u(x), (3.5)

其中 c不依赖 ε, θ和 u.

注记. 1.我们声名（3.3）对 n = 3是不必须的；

2.条件（3.1b）和（3.2）可以被合适的积分条件取代；
3. 有趣的是，对于 σ = −2，函数 u(x) 在奇点处有界，而当 σ < −2 的时候，

x→ 0时 u(x) → 0（参见下面的推论 3.2）；
4.对于 1 < α < (n + σ)/(n − 2)，估计式（3.4）可以整体上被改进.对于附录

A例 1当中处理的方程，我们指出 u(x) ≤ c/|x|n−2.利用 [8]当中方程（1.1）.
为了证明定理 3.1以及其他很多结果，我们需要一些技术引理.

引理 3.1. 在定理 3.1的假设下，对于 n ≥ 4，∫
ε<|x|<R/2

h2(x)u2α−2/(n−2)−γ

≤ c

ε(2/(α− 1))(2α− 2/(n− 2)− γ)
·



εn−σ(−γ+2(n−3)/(n−2))/(α−1),

对于 n− σ−γ+2(n−3)/(n−2)
α−1

< 0;

Rn−σ(−γ+2(n−3)/(n−2))/(α−1)

对于 n− σ−γ+2(n−3)/(n−2)
α−1

> 0,

(3.6a)

其中 γ 是严格正但是非常小的.对于 n = 3，我们有∫
ε≤|x|≤R/2

h2u2α−2 ≤ c

ε
. (3.6b)
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证明 我们对

Ω = {x ∈ Rn :
1

4
ε ≤ |x| ≤ R}

使用命题 2.3，其中

ζ(x) =

1 for ε ≤ |x| ≤ 1
2
R;

0 for |x| ≤ 1
2
ε, |x| ≥ 3

4
R,

(3.7a)

||∇ζ||∞ ≤ c

ε
, ||D2ζ||∞ ≤ c

ε2
. (3.7b)

那么对于 n ≥ 4，（2.25）指出（利用（3.1b）和（3.2））∫
ε≤|x|≤R/2

h2u2α−2/(n−2)−γ

≤ c

ε(2/(α−1))(2α−2/(n−2)−γ)

×
∫
{ε/2≤|x|≤ε}∪{3R/4≤|x|≤R}

h−(−γ+2(n−3)/(n−2))/(α−1)

+
c

ε(2/(α−1))(2α−2/(n−2)−γ

∫
ε≤|x|≤R

h−(−γ+2(n−3)/(n−2))/(α−1)

(3.8)

这个公式和（3.1a）一起可以推出（3.6a）.
对于 n = 3，（2.26）给出（利用（3.1b）-（3.3））∫

ε≤|x|≤R/2

≤ c

ε2

∫
ε/2≤|x|≤ε

ζp−2{huα−1 + u−2|∇u|2}

+
c

R2

∫
R/2≤|x|≤R

ζp−2{huα−1 + u−2|∇u|2}

+ c

∫
ε/2≤|x|≤R

ζp−2 1

|x|2
{huα−1 + u−2|∇u|2}.

(3.9)

（3.9）右边最后一项是决定性的.为了估计它，我们在（2.1）当中取测试函数 η =
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我们需要把h(x)换成c|x|^\sigma然后计算即可


先看右边，第一项在内层环当中，中括号当中的内容被C/\varepsilon^2控制；外层环当中被C/R^2控制，系数为\int_{相应内/外层}\zeta^{p-1}hu^{\alpha-1}，在中间部分被C/|x|^2控制，和系数乘积积分；
第二项括号中间内容也完全一样。
再看左边，首先J\geq0，后面一项只要\zeta=1即可


这里忘记打了，被积分式应该为\zeta^ph^2u^{2\alpha-2}



ζp−2(1/|x|2)u−1，得到∫
ε/2≤|x|≤R

ζp−2 1

|x|2
{huα−1 + u−2|∇u|2}

= (p− 2)

∫
ε/2≤|x|≤R

ζp−3ζj
1

|x|2
u−1uj

−
∫
ε≤|x|≤R

ζp−2 1

|x|2
bjuju

−1 − 2

∫
ε/2≤|x|≤R

ζp−2 xj
|x|4

u−1uj

≤ cθ2
∫
ε/2≤|x|≤R

ζp
1

|x|2
u−2|∇u|2

+
c

θ2

∫
ε/2≤|x|≤R

ζp−4 1

|x|2

{
|∇ζ|2 + |b|2 + 1

|x|2

}
.

(3.10)

再次选择足够小的 θ并利用（3.2）和（3.7）我们得到∫
ε/2≤|x|≤R

ζp−2 1

|x|2
{
huα−1 + u−2|∇u|2

}
≤ c

ε
. (3.11)

结合（3.9）-（3.11）我们得到了（3.6b），也就证明了引理.

推论 3.1. 在定理 3.1的假设下，对于 1 < α < (n+ 2)/(n− 2),M > 1，∫
ε≤|x|≤Mε

(huα−1)n/(2−δ)dx ≤ c(M, δ)ε−nδ/(2−δ), (3.12)

其中 0 < δ ≤ 1(n ≥ 4)或者 δ = 1/2(n = 3).

证明 对于 n ≥ 4，（3.12）可以直接对（3.6a）利用赫尔德不等式，这是因为
0 < δ ≤ 1的时候，(α− 1)n/(2− δ) < 2α− 2/(n− 2)− γ.而对 n = 3, δ = 1/2的情

况，（3.12）就是（3.6b）.
定理 3.1的证明 我们想象 u(x)是线性方程

∆u+ bjuj + d(x)u = 0 (3.13)

的解，其中 d(x) = h(x)uα−1.设 BR(x0)是圆心在 x0 ∈ Rn而半径为 R的球.根据一
个熟知的结果（参见 [15]），（3.13）的任何正的W 1,2解都满足

sup
BR/2(x0)

u(x) ≤ CR−n/p||u||Lp(BR(x0)) 对于任意p > 1, (3.14)
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这一项可以分拆成\zeta^{p-2}\frac{1}{|x|^2}u^{-2}|\nabla u|^2和\zeta^{p-4}\frac{1}{|x|^2}|\nabla\zeta|^2两项


把b_ju_ju^{-1}放大成|b|^2+u^{-2}|\nabla u|^2


把\frac{x_j}{|x|^4}u^{-1}u_j放大成\frac{1}{|x|^2}u^{-1}|\nabla u|^2


不清楚的定理，似乎是把L_p提升到了L_\infty



其中常数 C 依赖

Rδ||d||Ln/(2−δ)(BR(x0)) 和 Rδ||b||Ln/(1−δ)(BR(x0)), 0 < δ < 1,

（并且显然依赖 n和 p）。假设 x0 ̸= 0并设 R = 1
2
|x0|。那么根据引理 3.1，

Rδ||d||Ln/(2−δ)(BR(x0)) ≤ Rδ

(∫
R≤|x|≤3R

(uα−1)n/(2−δ)dx
)(2−δ)/n

(3.15)

在小的 |x0|的时候是一致有界的.类似的，由于 |b| ≤ c/|x|，

Rδ||b||Ln/(1−δ)(BR(x0)) ≤ Rδ

(∫
R≤|x|≤3R

|b|n/(1−δ)dx
)(1−δ)/n

(3.16)

也在 R = 1
2
|x0|足够小的时候一致有界.这样对于足够小的 R = 1

2
|x0|，（3.14）意味

着

sup
BR/2(x0)

u(x) ≤ C|x0|−n/p

(∫
|x0|/2≤|x|≤3|x0|/2

updx
)1/p

, p > 1. (3.17)

对于 n ≥ 4，我们需要令 p = 2α− 2/(n− 2)−γ，由于对于足够小的 γ有 2α− 2(n−
2)− γ > 1，这样，根据引理 3.1和（3.1a），

|x0|−n/p

(∫
|x0|/2≤|x|≤3|x0|/2

up
)1/p

≤ c

|x0|(2+σ)/(α−1)
.

因此

u(x0) ≤
c

R(2+σ)/(α−1)
=

c

|x0|(2+σ)/(α−1)
,

也就证明了 n ≥ 4情况的（3.4）.对于 n = 3，选择 p = 2α− 2（参见（3.6b））会带
来困难，因为 p > 1要求 α > 3/2.因为这个原因，我们按照如下操作：因为

∆u+ bjuj = −h(x)uα ≤ 0,

任何（1.9）的正解都是一个线性椭圆方程的超解.那么 u满足弱哈纳克不等式（参

见 [6],[15]）

inf
BR/2(x0)

u(x) ≥ c

Rn/p

(∫
BR(x0

up
)1/p

, 对于任意
n

n− 2
> p > 0. (3.18)
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这里由于|B_R|\sim R^n，常数吸收到c里面去了，然后幂次差一个1/p



从中我们可以估计任何 Lp(0 < p)n/(n− 2)，均基于任意 Lq 估计，例如 q = 2α− 2，

具体如下：显然，

1

Rn/q

(∫
BR/2(x0)

uq

)1/q

≥ c inf
BR/2(x0)

u, q > 0,

以及通过（3.18）

1

Rn/p

(∫
BR/2(x0

uq

)1/q

≥ c inf
BR/2(x0)

u ≥ c

Rn/p

(∫
BR(x0)

up
)1/p

,
n

n− 2
> q > 0.

选择 q = 2α− 2和 1 < p < n/(n− 2) = 3，那么通过引理 3.1，

1

Rn/p

(∫
BR(x0)

up
)1/p

≤ c
1

R2/(2α−2)

(
1

R1+2σ

)1/(2α−2)

=
c

R(2+σ)/(α−1)
.

它和（3.14）一起得到 n = 3情况的（3.4），也就结束了定理（i）部分.
哈纳克不等式（3.5）可以通过结合（3.14）和（3.18）并取 1 < p = q < n/(n−2)

和 R = |x0|/2足够小得到，并且对足够小的 ε利用环 ε ≤ |x| ≤ (1+ θ)ε的标准覆盖

论证得到。通过（3.15）和（3.16），常数 c是一致有界的.这就证明了定理.

推论 3.2. 在定理 3.1的假设下，如果 σ < −2，那么 u(x) ≡ 0.

证明 通过（3.4），
u(x) → 0 其中x→ 0; (3.19)

因为

∆u+ bjuj = −huα ≤ 0

且 u(x) ≥ 0，利用最大值原理，u(x)不能在 |x| ≤ R上面消失，这样，（3.19）得出
了 u(x) ≡ 0.

为了描述孤立奇点的“阶”，我们需要以下的可去奇点的必要条件.

定理 3.2. 设 u(x)是方程（1.9）在 0 < |x| ≤ R的正C2解，其中 1 < (n+σ)/(n−2) <

α < (n+ 2)/(n− 2).假设 h(x)和 bj(x)满足定理 3.1当中的条件，并且

bj ∈ Ln/(1−δ)(|x| ≤ R) 对某些0 < δ < 1. (3.20)
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此处应为q


同样地，这个c来自于球体体积


构造一个个球，球i和i+1有交，然后在上面使用迭代论证即可



那么，如果 ∫
ε≤|x|≤R

u(α−1)n/(2+σ) ≤ c < +∞, (3.21)

其中 c和 ε无关，那么 x = 0处的奇点是可取的，也就是说，u(x)可以被扩展成球

|x| ≤ R上的连续 H1弱解.

证明 证明利用了定理 3.1，两次利用 De Giorgi-Nash-Moser迭代论证.我们首
先指出 ∫

ε<|x|<R

(huα−1)n/2 =

∫
ε<|x|<R

u(α−1)n/(2+σ)hn/2u(nσ(α−1)/2)/(2+σ)

以及，利用（3.1a）和（3.4），我们有∫
ε≤|x|<R

(huα−1)n/2dx ≤ C < +∞ (3.22)

其中 C 不依赖 ε.设 p0 = ((n− 2)/(2 + σ))(α− (n+ σ)/(n− 2))和 q0 =
1
2
(p0 + 1) =

1
2
((n− 2)/(2 + σ))(α− 1).根据 Serrin[12]，我们定义，对于 q ≥ q0, l > 0，

F (u) =

uq, 0 < u ≤ l;

1
q0
[qlq−q0uq0 + (q0 − q)l

q
, l ≤ u.

以及

G(u) = F (u)F ′(u)− q.

显然 F 是 u的一个 C1 函数而 G是 u的分段光滑函数，在 u = l有一个角.更进一
步，因为 p0 > 0（由 (n+ σ)/(b− 2) < α得到），F,G满足

F ≤ q

q0
lq−q0uq0 , uF ′ ≤ qF, (3.23a)

|G| ≤ FF ′, (3.23b)

G′ ≥

1
q
pF ′2, u < l;

1
q0
p0F

′2, u > l.
(3.23c)
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注意到G^2/G'和F^2是一个量级的



现在令 η(x), η̄(x)是肺腑的 C∞ 函数，η 在 BR = {x ∈ Rn : |x| ≤ R}上有紧支集，
而 η̄在远点的某个邻域上面消失.把 (ηη̄)2G(u)作为测试函数代入（2.1）我们得到∫

|x|≤R

{
(ηη̄)2G′(u)|∇u|2 + 2ηη̄G(u)∇(ηη̄) · ∇u

−(ηη̄)2G(u)[bjui + huα]
}
dx = 0.

(3.24)

利用（3.23）并简化我们从（3.14）得到∫
|x|≤R

(ηη̄)2|∇(F (u))|2 ≤ c(q)

{∫
|x|≤R

|∇(ηη̄)|2F 2

+

∫
|x|≤R

(ηη̄)2|b|2F 2 +

∫
|x|≤R

(ηη̄)2huα−1F 2

}
.

(3.25)

接下来，我们利用赫尔德和索伯列夫不等式计算边界：∫
|x|≤R

(ηη̄)2huα−1F 2 ≤
(∫

|x|≤R

huα−1

)2/n

||ηη̄F ||2L2n/(n−2)(BR)

≤ C2
n||huα−1||Ln/2(BR)

{∫
|x|≤R

ηη̄|∇F |2 +
∫
|x|≤R

|∇(ηη̄)|2F 2

}
,

其中 Cn是索伯列夫常数.因此如果我们选择足够小的 R（依赖 q）满足

||huα−1||Ln/2(BR) ≤
1

2

1

C(q)C2
n

, (3.26)

其中 C(q)是（3.25）当中的常数.从（3.25）当中得到，对于一个新的常数 C(q)，∫
|x|≤R

(ηη̄)2|∇F |2 ≤ C(q)

{∫
|x|≤R

|∇(ηη̄)|2F 2 +

∫
|x|≤R

(ηη̄)2|b|2F 2

}
. (3.27)

类似地，∫
|x|≤R

(ηη̄)2|b|2F 2 ≤ ||b||2Ln(BR)||ηη̄F ||2L2n/(n−2)(BR)

≤ C2
n||b||2Ln(BR)

{∫
|x|≤R

(ηη̄)2|∇F |2 +
∫
|x|≤R

|∇(ηη̄)|2F 2

}
.

然后再次取足够小的 R使得

||b||Ln(BR) ≤ Rδ||b||Ln/(1−δ)(BR) < (2C2
nc(q))

−1/2. (3.28)
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非负


用Young不等式，它\leq\frac{1}{2}\int(\eta\bar{\eta})^2G'(u)|\nabla u|^2+C\int|\nabla(\eta\bar{\eta})|^2F^2（用到上面说的G^2/G'\sim F^2）


一样地把它写成\varepsilon\int(\eta\bar{\eta})^2|\nabla F(u)|^2+\frac{C}{4\varepsilon}\int(\eta\bar{\eta})^2|b|^2|F|^2


Holder部分：按照指数n/2和n/(n-2)分解，并且取hu^{\alpha-1}和(\eta\bar{\eta})^2F^2，并且还应该注意，w=\eta\bar{\eta}F满足||w^2||_{L_{n/(n-2)}}=||w||^2_{L_{2n/(n-2)}}
Sobolev部分：对于v=\eta\bar{\eta}F使用||v||_{L_{2n/(n-2)}\leq C_n^{2/n}\int|\nabla v|^2=C_n^{2/n}\int\eta\bar{\eta}|\nabla F|^2+\int|\nabla(\eta\bar{\eta}|^2F^2.



可以从（3.27）得到∫
|x|≤R

(ηη̄)2|∇F |2 ≤ C(q)

∫
|x|≤R

|∇(ηη̄)2F 2

≤ C(q)

{∫
|x|≤R

|∇η|2F 2 + |∇η̄|2F 2

} (3.29)

以及 (∫
|x|≤R

(ηη̄F )2n/(n−2)

)(n−2)/n

≤ C(q)

{∫
|x|≤R

|∇η|2F 2 + |∇η̄|2F 2

}
. (3.30)

根据 [12]中的引理 8，存在一个序列 η̄k几乎处处趋于 1，而 ||∇η̄k||Ln(BR) → 0(k →
+∞1.因此 ∫

|x|≤R

|∇η̄k|2F 2 ≤ ||∇η̄k||2Ln(BR)||F ||2L2n/(n−2)(BR). (3.31)

因此，利用（3.21），∫
|x|≤R

F 2n/(n−2) ≤ c(l, q)

∫
|x|≤R

u2n/(n−2)q0 = C(l, q)

∫
|x|≤R

u(α−1)n/(2+σ) < +∞,

通过（3.21）可以得到∫
|x|≤R

|∇η̄k||2F 2 → 0, 其中k → +∞.

结合（3.29），（3.30）得到

||ηF ||2L2n/(n−2)(BR) ≤ C(q)

∫
|x|≤R

|∇η|2F 2,∫
η2|∇F |2 ≤ C(q)

∫
|x|≤R

|∇η|2F 2.

1现在给出一个满足李普希兹条件并且符合上述要求的序列：设 ε > 0，并定义

η̄ε(x) =


0, |x| ≤ ε;

1, |x| ≥ R;

1
log(R/ε) log

|x|
ε , ε < |x| < R.

然后 η̄ε → 1在 ε > 0时几乎处处成立，并且

||∇η̄ε(x)||n ≤ c

(log(R/ε))n−1
→ 0, ε → 0.
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然后我们令 l → +∞，因为 F (u) → uq = u(p+1)/2，

||ηuq||L2n/(n−2)(BR) ≤ C(q)

∫
|x|≤R

|∇η|2u2q, (3.32a)

∫
η2|∇uq|2 ≤ C(q)

∫
|x|≤R

|∇η|2u2q. (3.32b)

不等式（3.32）可以在使用有限步之后得到 u ∈ H1(BR)∩Lq(BR)对于任意 q > 0成

立，从而得到 u可以被延拓成一个 BR上的 H1的弱解，并且

d(x) = huα−1 ∈ Ln/2+δ1(BR) (3.33)

对于以下依赖 σ的 δ1 > 0成立.这足够再次进行迭代论证（参见 [12]）.通过一个标
准的结果（参见 [15]），如果 u(x)是（1.9）在 0 < |x| ≤ R上的一个H1弱解并且满

足（3.33），那么 u(x)等价于一个 |x| ≤ R上面的连续函数.至此，证明结束.
注记. 1.附录 A的例 1真是了定理 3.2在 1 < α < (n+ σ)/(n− 2)的时候不一

定是对的；

2.我们不知道在 bj ∈ Ln(|x| ≤ R)的情况下不使用条件（3.20）是否是可能的，
附录 A的例 2表明如果 bj(x) = O(1/|x|)，那么定理 3.2不一定是对的.

3.如果 σ = −2并且 1 < α < (n+ 2)/(n− 2)，那么通过定理 3.1，u(x)在可能
的奇点 x = 0处有界.根据 Serrin的结果 [12]，奇点是可去的.

推论 3.3. 假设定理 3.1当中的条件成立，（3.20）满足而 1 < (n+ σ)/(n− 2) < α <

(n+ 2)/(n− 2).那么要不原点是可去奇点，要么 x→ 0的时候，u(x) → +∞.

证明 通过定理 3.2，如果远点处的奇点不可取，那么存在一个点列 {xi}，xj →
0，满足 u(xj) → +∞.令

µj = inf
|x|=|xj |

u(x).

通过定理 3.1的第（ii）部分哈纳克不等式，µj → +∞.因为∆u+ bjuj = −huα ≤ 0，

最大值原理指出

u(x) ≥ min(µj, µj+1) 其中|xj+1| < |x| < |xj|.

因此 u(x) → +∞(x→ 0).
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定理 3.3. 设 u(x)是方程（1.9）在 0 < |x| ≤ R上的正 C2解，其中 (n+σ)/(n−2) <

α < (n + 2)/(n − 2)，−2 < σ < 2.假设 h(x), bj(x)满足（3.1）-（3.3），进一步 bj

满足（3.20）.那么要么原点处的奇点可去，要么存在正常数 c1, c2满足

c1
|x|(2+σ)/(α−1)

≤ u(x) ≤ c2
|x|(2+σ)/(α−1)

在 x = 0附近. (3.34)

进一步，如果

|Dτbj(x)| ≤ c|x|−1−|τ |, |Dτh(x)| ≤ c|x|σ−|τ | 在 x = 0附近 (3.35)

对于一切 |τ | ≤ k − 1成立，这样

|Dτu(x)| ≤ c

|x|(2+σ)/(α−1)+|τ | , |τ | ≤ k. (3.36)

证明 通过定理 3.1，
u(x) ≤ c

|x|(2+σ)/(α−1)
.

如果（3.34）不成立，那么

lim inf
x→0

|x|(2+σ)/(α−1)u(x) = 0.

根据定理 3.1的第（ii）部分推导出

|x|(2+σ)/(α−1)u(x) → 0, 其中x→ 0.

我们将要证明零点处的奇点是可去的.通过定理 2.2，只需要得到（3.21）.为此，我
们用（3.4）来约束，∫

ε<|x|<R

u(α−1)n/(2+σ) =

∫
ε<|x|<R

uu(αn−(n+2+σ))/(2+σ)

≤ c

∫
ε<|x|<R

ur−(αb−(b+2+σ))/(α−1).

(3.37)

令

φ(r) = r−((n−2)/(α−1))(α−(n+σ)/(n−2)).
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可以这样考虑，即假设u(x)\sim |x|^k，那么\Delta u和b_ju_j都是|x|^{k-1}量级（这是因为b_j是|x|的-1量级，而hu^\alpha则是u^{\alpha k+\sigma}量级，为了让他们能够相消，必须是k=-(\sigma+2)/(\alpha-1)，也就是这个结果


应为n


应为n



那么

∆φ = −n− 2

α− 1

(
α− n+ σ

n− 2

)
2 + σ

α− 1
r−(αn−(n+2+σ))/(α−1).

设 ζ(x) ∈ C∞
0 (ε ≤ |x| ≤ R)满足（3.7）.利用 η = ζφ(r)作为（2.1）的测试函数，并

且利用散度定理，∫
ε<|x|<R

ζuφ

{
−∆φ

φ
− huα−1

}
=

∫
ε<|x|<R

(φ∆ζ + 2∇ζ · ∇φ)u

+

∫
ε<|x|<R

ζφbjuj.

(3.38)

利用（3.4）和（3.7），我们做出估计：∫
ε<|x|<R

(φ∇ζ + 2∇ζ · ∇φ) ≤c1(R) +
∫
ε<|x|<2ε

(|∆ζ|φ+ 2|∇ζ||∇φ|)u

≤c1(R) + cεnε−2

× ε((n−2)/(α−1))(α−(n+σ)/(n−2))ε−(2+σ)/(α−1)

≤c < +∞.

(3.39)

接下来我们估计（3.38）右端第二项.考虑（其中 ρ足够小）∫
ρ<|x|<2ρ

ζφbjuj ≤
∫
ρ<|x|<2ρ

ζφ|b||∇u|

≤ ||b||n/(1−δ)||φ||2n/(n−2+2δ)||∇u||2,
(3.40)

其中 δ和（3.20）当中一样（范数分布在区间 ρ < |x| < 2ρ内）.因此 ||b||n/(1−δ) 是

一致有界的.通过简单的计算，我们可以发现

||φ||2n/(n−2+2δ) ≤ cρ−((n−2)/(α−1))(α−(n+σ)/(n−2))+(n−2)/2+δ. (3.41)

现在我们通过如下方法估计 ||∇u||2：设 ζ(x) ∈ C∞
0 (ρ < |x| < 4ρ).在方程（2.1）当

中取测试函数 η = ζ2u，我们得到∫
ρ<|x|<4ρ

ζ2|∇u|2 =− 2

∫
ρ<|x|<4ρ

ζu∇ζ · ∇u+
∫
ρ<|x|<4ρ

ζ2bjuuj

+

∫
ρ<|x|<4ρ

ζ2huα+1.

(3.42)
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在R^n当中，\Delta(r^\beta)=\beta(\beta+n-2)r^{\beta-2}


这里疑似少了一个u


是被积函数在2\varepsilon-R上面的积分，不过由于\Delta\zeta=\nabla\zeta=0，所以这个积分只依赖R


这是环的大小


这一项来源于|\Delta\zeta|和|\nabla\zeta|的阶


把|x|^{n-2}u^\alpha代入u(x)的阶，其中n-2是格林函数的权重


已经知道原点附近u(x)大概是这样


把b_j放成|b|，把u_j放成|\nabla u|


对p=n/(1-\delta)，q=2n/(n-2+2\delta)和r=2使用Holder不等式




这两项在一起恰好就是\nabla\eta\cdot\nabla u



通过（2.27），

−2

∫
ρ<|x|<4ρ

ζu∇ζ∇u ≤ cθ2
∫
ρ<|x|<4ρ

ζ2|∇u|2 + c

θ2

∫
ρ<|x|<4ρ

|∇ζ|2u2,∫
ρ<|x|<4ρ

ζ2bjuuj ≤ cθ2
∫
ρ<|x|<4ρ

ζ2|∇u|2 + c

θ2

∫
ρ<|x|<4ρ

ζ2|b|2u2.

代入这两个界到（3.42）当中，我们发现，对于一些小的 θ，∫
ρ<|x|<2ρ

ζ2|∇u|2 ≤ c

∫
ρ<|x|<4ρ

{
|∇ζ|2 + ζ2|b|2 + ζ2huα−1

}
u2.

选取合适的 ζ(x)，并利用（3.2）和（3.4）可以得到的 huα−1 ≤ c/|x|2，我们得到（足
够小的 ρ） ∫

ρ<|x|<2ρ

ζ2|∇u|2 ≤ c

ρ2

∫
ρ<|x|<4ρ

u2.

这和（3.4）一起得到 ∫
ρ<|x|<2ρ

ζφ|b||∇u| ≤ cρδ, δ > 0. (3.43)

令

F (ε) =

∫
ε<|x|<R

ζφ|b||∇u|

通过（3.43），
F (ε) ≤ cεδ + F (2ε).

通过连续迭代（ε固定很小），

F (2−kε) ≤ cεδ2−kδ + F (2−k+1δ)

≤ cεδ
k∑

j=1

2−ja + F (ε)

≤ cεδ + F (ε),

这是由于
∑+∞

j=1 2
−jδ < +∞.设 k → +∞，我们发现 F (ε)在 ε → 0的时候是一致有

界的，也就是

F (ε) =

∫
ε≤|x|≤R

ζφ|b||∇u| ≤ c < +∞
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小的\theta可以把前面的c\theta^2项去掉，然后求和即可


h(x)\sim |x|^\sigma而u^{\alpha-1}\sim\frac{1}{|x|^{2+\sigma}}


整个大括号内部是一个|x|^{-2}<\rho^{-2}，提出来即可



其中 c依赖 ε.和（3.39）和（3.38）表明∫
ε<|x|<R

ζuφ

{
−∆φ

φ
− huα−1

}
dx ≤ c < +∞.

根据假设 huα−1 = o(1/|x|2)，而

−∆φ

φ
=

A

|x|2
, A =

n− 2

α− 1

(
α− n+ σ

n− 2

)
2 + σ

α− 1
> 0.

因此 ∫
ε<|x|<R

ζur−(αn−(n+2+σ))/(α−1) ≤ c < +∞

关于 ε一致.这与（3.21）导出的（3.37）一起，完成了（3.34）的证明.为了得到
（3.36），我们如下进行.对于一个 0 < |x| < R上面的解 u(x)，我们定义尺度函数

vε(x) = ε(2+σ)/(α−1)u(εx)

满足

∆vε(x) + εbj(εx)v
ε
j (x) + ε−σh(εx)(vε(x))α = 0, 其中0 < |x| < R/ε.

因此 vε(x)在 1
4
< |x| < 2是一致有界的.同样，通过（3.1a）和（3.2），系数 ε−σh(εx)

和 εbj(εx)在 1
4
< |x| < 2上面也是一致有界的.类似地，通过（3.35）他们的导数

在 1
4
< |x| < 1

2
上也是一致有界的.因此，通过椭圆理论我们得到导数 Dτvε(x)在

1
2
< |x| < 3

2
上对于 ε一致有界.从而

|εx|(2+σ)/(α−1)(Dτu)(εx) = |x|(2+σ)/(α−1)+|τ |Dτvε|x| ≤ c

对于 1
2
< |x| < 3

2
成立.令 εx = y，我们有

|y|(2+σ)/(α−1)+|τ ||Dτu)(y) ≤ c, 在 y = 0附近,

这个（3.36）一样.

定理 3.4. 假设 u(x)是（1.9）在 0 < |x| ≤ R的一个正 C2解，在 x = 0处有一个不

可去奇点.假设 bj(x)满足（3.20）并且

|bj(x)| = o

(
1

|x|

)
, 在 x = 0附近
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此处少写一句，即根据（3.34）得到一个范围



对于 n ≥ 3成立；而对于 n = 3，|Dbj(x)| ≤ c/|x|2.假设 h(x)满足（3.1b）且

h(x) → h(0)|x|σ 其中 x→ 0 (3.44)

而

1 <
n+ σ

n− 2
< α <

n+ 2

n− 2
, (3.45a)

α ̸= n+ 2 + 2σ

n− 2
. (3.45b)

那么

|x|(2+σ)/(α−1)u(x) → C0 当 x→ 0时, (3.46a)

其中

C0 =

{
1

h(0)

(2 + σ)(n− 2)

(α− 1)2

(
α− n+ σ

n− 2

)}1/(α−1)

. (3.46b)

更进一步，对于 u(x)的导数，我们有

|x|(α+1+σ)/(α−1)uxi
→ −C0

2 + σ

α− 1
ζi, 其中x→ 0,

xi
|x|

→ ζi.

证明 考虑尺度变换

vλ(x) = λ(2+σ)/(α−1)u(λx);

vλ(x)满足

∆vλ(x) + λbj(λx)v
λ + λ−σh(λx)(vλ(x))α = 0, 其中0 < |x| < R/λ. (3.48a)

注意到 λ→ 0时 |λbj(λx)| = λo(1/λ|x|) = (1/|x|)o(1)，而 λ−σh(λx) = |x|σO(1)，而
且通过（3.34）

c1
|x|(2+σ)/(α−1)

≤ vλ|x| ≤ c2
|x|(2+σ)/(α−1)

. (3.48b)

因此 vλ(x)在 0 < |x| < R/λ的紧子集上一致有界/利用椭圆周期理论，vλ和Dvλ在

任何这样的紧集上面都构成等度连续类，例如K.因此给出任何序列 λk → 0，都存

在一个子列 λkj 使得 vλkj → v在 K 上成立（在 C1拓扑上面）.更进一步，v是

∆v + h(0)|x|σvα (3.49)
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查找有关资料，这里的h(0)不是h在零的值or极限，而是\lim_{x\to0}h(x)/|x|^\sigma的值


这个式子就是（3.47）


首先，u大概是|x|^{-(2+\sigma)/(\alpha-1)}量级，从而\Delta u大概是|x|^{-(2+\sigma)/(\alpha-1)-2}量级；
其次，h(0)|x|^\sigma u^\alpha大概也是\sigma-\alpha\frac{2+\sigma}{\alpha-1}=-\frac{2+\sigma}{\alpha-1}-2；
但是，b_ju_j却是o(1/|x|)|x|^{-(2+\sigma)/(\alpha-1)}，这比前面小多了



的一个解.我们声明一个事实，即在紧子集的 C1 拓扑当中，v是（3.49）的良定义
解析解，对于 Rn−{0}而 vλkj → v.为了理解这一点，考虑任何紧集K ′ ⊆ K.用K ′

重复上述论证，子序列 vλkj 在 K ′ 上有一个收敛子序列 v
λk′

j → v′.再次地，v′ 满足
（3.49）.但是，值得注意，v′|K = v.通过唯一延拓，整个原始子序列 vλkj 收敛，使

得 u是良定义的.通过（3.48b）我们得到
c1

|x|(2+σ)/(α−1)
≤ v(x) ≤ c2

|x|(2+σ)/(α−1)
. (3.50)

因此 v(x)满足（3.49）并且有两个孤立奇点，一个在 x = 0，而另一个在 x = ∞.这
两个奇点满足（3.50）.根据定理 1.4（在这一节最后证明），我们有

v(x) =
C0

|x|(2+σ)/(α−1)
, (3.51)

其中 C0由（3.46b）给出.因为函数 v(x)是唯一的，我们指出在 C1拓扑下，vλ(x) →
v(x)对于一切序列 λ→ 0成立.因为

|λx|(2+σ)/(α−1)u(λx) = |x|(2+σ)/(α−1)vλ(x) → C0, 其中λ→ 0.

在 1
2
< |x| < 1的时候成立，我们很快就能得到（3.46）.同理，利用

|λx|(α+1+σ)/(α−1)uxi
(λx) = |x|(α+1+σ)/(α−1)vλxi

(x)

以及对于 x作为 Rn − {0}的紧子集当中元素，有

|x|(α+1+σ)/(α−1)vλxi
(x) → −C0

2 + σ

α− 1

xi
|x|
, 其中λ→ 0.

我们可以很容易从中得到 u(x)导数的估计（3.47）.
注记. 1.对于高阶导数，可以推导出类似（3.47）的渐近函数。
2.如果 1 < α < (n + σ)/(n − 2)，那么奇点的阶和（3.34）当中不一样。在附

录 A当中，我们会展示如果方程（1.6）当中 1 < α < (n+ σ)/(n− 2)，那么

c1
|x|n−2

≤ u(x) ≤ c2
|x|n−2

, 在 x = 0附近.

3.我们怀疑在（3.20）被 |bj(x)| ∈ Ln 取代之后仍然有（3.34）。如果 |bj(x)| =
O(1/|x|)，那么（3.34）不一定成立。这在附录 A的例 2党政工有体现.
着用这一节的方法，我们可以证明下面结果.
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我也不知道这是啥



定理 3.5. 设 u(x)是方程（1.9）在 0 < |x| ≤ R上的解，假设 h, bj 满足定理 3.1的

条件.如果 (n+ σ)/(n− 2) < α < (n+ 2)/(n− 2)，σ > −2，那么 u(x)是（1.9）的

一个分布解，换言之，对于一切 ζ ∈ C∞
0 (|x| ≤ R)，∫

|x|≤R

{∇u · ∇ζ − ζ(bjuj + huα)} dx = 0. (3.52)

注记. 1.附录 A的例 2辨明当 1 < α ≤ (n+ σ)/(n− 2)的时候，定理 3.5不成
立。

2.定理 1.3是定理 3.3，4，5的推论。
以下定理处理位于无穷远处的孤立奇点。

定理 3.6. 设 u(x)是方程（1.9）在 |x| ≥ R(R > 0)的解，其中 1 < α < (n+2)/(n−2).
假设 h(x)是 |x| ≥ R上非负的 C1 函数且在 x = ∞附近满足（3.1），其中 σ > −2.
假设 bj 在 x = ∞附近满足（3.2），（3.3）.那么

(i) u(x) ≤ c

|x|(2+σ)/(α−1)
在 x = ∞附近. (3.53)

(ii)如果 1 < α < (n + σ)/(n − 2)，那么在整个 |x| ≥ R上面，u(x) ≡ 0。·去

(iii)更进一步如果我们假设

|bj(x)| ∈ Ln/(1−δ)(|x| ≥ R) 对一切0 < δ < 1, (3.54)

以及 (n+ σ)/(n− 2) < α < (n+ 2)/(n− 2)，那么要么∞处的奇点是可去的，要么
存在正的常数 c1, c2使得

c1
|x|(2+σ)/(α−1)

≤ u(x) ≤ c2
|x|(2+σ)/(α−1)

在 x = ∞附近. (3.55a)

更进一步，如果（3.35）在 x = ∞附近成立，那么

|Dτu(x)| ≤ c

|x|(2+σ)/(α−1)+|τ | , |τ | ≤ k. (3.55b)

这些奇性解，如果存在，是分布解.
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证明 我们采用一个反演

y =
x

|x|2
,

v(y) = |x|n−2u(x).

(3.56)

那么 v(y)满足

∆v + b̃j(y)vj(y) + h̃(x)vα = 0, |y| < 1

R
, (3.57)

其中

b̃j(y) =
1

|y|2
bk

(
y

|y|2

)(
δkj −

2ykyi
|y|2

)
,

h̃(y) = |y|α(n−2)−(n+2+σ)h

(
y

|y|2

)
.

很容易看出 b̃j(y)在 y = 0附近与 bj(x)在 x = ∞附近的性质是一样的.同理，在
y = 0附近，h̃(y)满足

c1|y|σ̃ ≤ h̃(y) ≤ c2|y|σ̃,

|∇ log h̃| ≤ c

|y|
,

其中 σ̃ = α(n− 2)− (n+ 2 + σ).利用定理 3.1，我们知道

v(y) ≤ c

|y|(2+σ̃)/(α−1)
, 在 y = 0附近.

这就得到了（3.53）.
如果 1 < α < (n + σ)/(n − 2)，那么 σ + 2 < 0.因此根据推论 3.2，v(y) ≡ 0，

也就证明了定理的第（iii）部分.
接下来我们考虑第（ii）部分.如果 α > (n+ σ)/(n− 2)，那么 σ̃ + 2 > 0.仍然

有 (n+ σ̃)/(n− 2) = α− (2 + σ)/(n− 2) < α.因此定理 3.3就得到了方程（3.56）.
这就得到了要么 y = 0附近的奇点是可取的，要么对于任何 c1, c2 > 0，

c1
|y|(2+σ̃)/(α−1)

≤ v(y) ≤ c2
|y|(2+σ̃)/(α−1)

, 在 y = 0附近. (3.58)
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此处为y


此处应为y_j


应为（ii）部分


此处应为（iii）



如果 y = 0处的奇点是可去的，那么

u(x) = O

(
1

|x|n−2

)
, 在无穷远处.

如果（3.58）成立，那么

c1
|x|(2+σ)/(α−1)

≤ u(x) ≤ c2
|x|(2+σ)/(α−1)

.

解的分布性质是定理 3.5的推论.这就完成了定理的证明.
注记. 定理 3.6 的（i）（iii）部分可以直接通过方程（1.9）证明，就像定理

3.1-3.5一样.
定理 1.4的证明 利用定理 3.3和 3.6，u(x)满足

c1
|x|(2+σ)/(α−1)

≤ u(x) ≤ c2
|x|(2+σ)/(α−1)

(3.59)

在奇点 x = 0和 x = ∞附近，由 1 < (n + σ)/(n − 2) < α < (n + 2)/(n − 2)给出.
为了得到（1.8），我们用附录 A当中的变换（A.4），也就是

t = − log |x|,

ψ(t, θ) = |x|(2+σ)/(α−1)u(|x|, θ), θ ∈ Sn−1, t ∈ R.

利用（3.58），ψ(t, θ)是有界的，

c1 ≤ ψ(t, θ) ≤ c2, (3.60)

并且满足（参见（A.5））

ψtt +∆θψ + aψt − Cα−1
0 ψ + ψα = 0, (3.61a)

其中

a =
n− 2

α− 1

(
n+ 2 + σ

n− 2
− α

)
. (3.61b)

因为，根据假设（1.7），α ̸= (n+2+2σ)/(n−2)，因此 a ̸= 0.利用（3.34），（3.36），（3.55）
以及 ψ(t, θ)的定义，我们可以看到 ψ对 t和/或 θ的任意阶导数都是一致有界的.通
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在（1.9）中取b_j=0,h(x)=|x|^\sigma即可


这里是把每一个x分解成长度|x|和径矢\theta的乘积



过把（3.61a）乘上 ψt并对于一些 t0和 T > t0积分，在 Sn−1上面，我们得到

a

∫ T

t0

dt
∫
Sn−1

dωψ2
t (t, θ) +

1

2

∫
Sn−1

dωψ2
t (t, θ)

∣∣∣T
t0

− 1

2

∫
Sn−1

dωψ2
θ(t, θ)

∣∣∣T
t0
− 1

2
Cα−1

0

∫
Sn−1

dωψ2(t, θ)
∣∣∣T
t0

+
1

α + 1

∫
Sn−1

dωψα+1(t, θ)
∣∣∣T
t0
= 0.

(3.62)

因为 ψ, ψt, ψθ 都是一致有界的，我们得到，零 T → +∞，∫ ∞

t0

dt
∫
Sn−1

dωψ2
t (t, θ) ≤ c < +∞. (3,63)

令

g(t) =

∫
Sn−1

dωψ2
t (t, θ).

因为 ψt, ψtt是一致有界的，并且

g′(t) = 2

∫
Sn−1

dωψt(t, θ)ψtt(t, θ),

我们推出 |g′(t)|也是一致有界的.我们结合∫ ∞

t0

g(t)dt ≤ c < +∞,

以及 |g′(t)| 是有界的. 我们指出 g(t) → 0，其中 t → +∞. 假设不是如此，那么
可以找到一个 ε，存在一个序列 {tj}，其中 tj → +∞ 并且 g(tj) ≥ 2ε. 设 L 是

|g′(t)| 的一个界. 那么对于 |t − tj| < ε/L，我们就有 g(t) ≥ ε. 选取子列 t′j 满足

t′j > t′j−1 + (2ε/L)t′0 > t0，因此

N∑
j=1

∫ t′j

t′j−1

g(t)dt >
2ε

L
N → +∞, 其中N → +∞,

这是矛盾的.因此
g(t) =

∫
Sn−1

dωψ2
t (t, θ) 其中t→ +∞. (3.64)
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因为 ψt(t, θ)是一致有界的，因此所有序列 {tk}，其中 tk → +∞，有一个子列 {tkj}
使得

ψt(tkj , θ) → χ(θ), 其中tkj → +∞.

因此 χ(θ) = 0在 Sn−1上面处处成立.因此，ψt(tkj , θ) → 0.所以 ψt(t, θ) → 0，其中

t→ +∞.令 ω(t, θ) = ψt(t, θ).通过对（3.61）求导，我们有

ωtt +∆θω + aωt − Cα−1
0 ω + αψα−1ω = 0. (3.65)

我们把（3.65）乘上 ωt，并从 t0到 T 做积分.然后利用（3.63），ψt(t, θ) → 0，其中

t→ +∞，然后利用 ψ, ψθ 和 ω的有界性，我们得到，令 T → +∞，那么∫ +∞

t0

dt
∫
Sn−1

dθω2
t (t, θ) ≤ c < +∞. (3.66)

这和
∫
dθω2

t (t, θ) 的 t− 导数是有界的一起可以得到 ωt(t, θ) = ψtt(t, θ) → 0，其中

t → +∞.继续这个过程，我们得到 ψ(t, θ)的一切 t−导数在 t → +∞的时候都趋
于零.因为 ψt(t, θ)是一直有姐的，并且 ψt(t, θ) → 0，期中 t→ +∞，我们可以容易
地得到

ψ(t, θ) → φ(θ), 其中t→ +∞.

因为 ψtt(t, θ) → 0，其中 t→ +∞，函数 φ(θ)满足（通过（3.51））

∆θφ(θ)− Cα−1
0 φ+ φα = 0, 在 Sn−1上. (3.67)

在附录 B当中，我们证明了（3.67）的唯一正解就是

φ(θ) = C0.

这表明，

ψ(t, θ) → C0 其中t→ +∞, (3.68)

对于 θ ∈ Sn−1是一致的.对于任何序列 tk → ∞，存在子列 tkj 满足

∇θψ(tkj , θ) → 0.
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应为一致有界


这句话的意思就是说对于充分大的t而言，\psi函数只依赖\theta，换句话说在一条经过原点的射线上面趋向于一个定值


这里应该是（3.61a）



这就得到了

∇θψ(t, θ) → 0 其中t→ +∞.

至此我们只考虑了 t→ +∞的极限行为，上述方法同样是和与极限 t→ −∞，并且
得到了

ψ(t, θ) → C0,

其中 t → −∞. 同样地，我们发现 ψt(t, θ) 和 ψθ(t, θ) 都在 t → −∞ 的时候收敛到
零.现在，在恒等式（3.62）当中，令 t0 = −T 并取极限 T → +∞.阴雨 ψ(t, θ) →
C0, ψt, ψθ → 0，其中 t→ ±∞，我们得到∫ +∞

−∞
dt
∫
Sn−1

dωψ2
t (t, θ) = 0.

因为 ϕt(t, θ) = 0，和（3.68）一起给出

ψ(t, θ) = C0.

这个 ψ的定义一起得到了（1.8）.定理 1.4就证明了.
注记. 如果（这会在 −2 < σ < 0 时候发生）1 < (n + σ)/(n − 2) < α <

(n+2)/(n− 2)，并且 α = (n+2+2σ)/(n− 2)，那么方程（1.6）的解，在 x = 0,∞
存在两个奇点，仍然满足（3.59）.除了（1.8a）以外，附录 A的（A.10）还给了其
他的球对称解.我们并不知道（1.6）有 x = 0,∞两个奇点的解是不是只有这些.我
们相信是的.

4 整体结果——一个特殊情形

本节中，我们建立包含定理 1.1的结果。更一般的结果见第 6节。

定理 4.1. 设 u(x)是方程

∆u+ h(x)uα = 0 (4.1)

在 Rn(n > 2)上的非负 C2 解，其中 1 ≤ α < (n + 2)/(n − 2).假设 h(x)是非负的

C2函数满足

∆h ≥ 0 在 Rn上, (4.2)
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此处应为因为



并且对于大的 |x|，
|∇ logh(x)| ≤ c

|x|
. (4.3a)

对于 n ≥ 4，假设还有条件，对于大的 |x|，

c1|x|σ ≤ h(x), (4.3b)

其中

σ > − 2

n− 3
. (4.3c)

那么

u(x) ≡ 0.

注记. 1.条件（4.3b）在三维的情况不必要.我们猜测 n ≥ 4的时候其实也不

需要.
2.定理 4.1是定理 6.1的特殊情况，而定理 1.1则是定理 4.1的推论.
3.附录 A的例 1和下面的例 1表明定理 4.1不总是成立如果没有类似（3.2）那

样的条件.同样地，附录 A的例 2和下面的例 2也说明了如果方程里有 bj(x)uj(x)

项，那么定理 4.1也不一定成立.
4.条件（4.3a）可以被一些积分条件替代.
定理 4.1的证明 我们考虑 bj ≡ 0情况的恒等式（2.13），并且做如下的改进：

首先，通过散度定理∫
Ω

ηhiu
α−2/(n−2)−γui =− 1

α + (n− 4)/(n− 2)− γ

∫
Ω

η∆huα+(n−4)/(n−2)−γ

− 1

α + (n− 4)/(n− 2)− γ

∫
Ω

ηihiu
α+(n−4)/(n−2)−γ,

(4.4)

然后，对 φ = ηh使用引理 2.2，(
α− 2

n− 2
− γ

)∫
Ω

ηhuα−n/(n−2)−γ|∇u|2

=

∫
Ω

ηh2u2α−2/(n−2)−γ +
1

α + (n− 4)/(n− 2)− γ

×
∫
Ω

(η∆h+ 2ηjhj +∆ηh)uα+(n−4)/(n−2)−γ.

(4.5)
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对这一整个做散度定理



首先我们假设 n ≥ 4，并且 α > 1.那么通过选择足够小的 γ 我们得到 α − 2/(n −
2)− γ > 0.这样把（4.4）和（4.5）代入（2.13），我们得到

J + c

∫
Ω

ηh2u2α−2/(n−2)−γ + γ(1− γ)

∫
Ω

ηu−γ−2(n−1)/(n−2)|∇u|4

=− 3

(α + (n− 4)/(n− 2)− γ)(α− 2/(n− 2)− γ)

×
[
2(n− 1)

3(n− 2)
− γ

] ∫
Ω

η∆huα+(n−4)/(n−2)−γ

+

∫
Ω

(c1∆ηh+ c2ηjhj)u
α+(n−4)/(n−2)−γ

− 2(n− 3)/(n− 2)− 3γ

γ + 2/(n− 2)

∫
Ω

∆ηu−γ−2/(n−2)|∇u|2

+
4(1− γ)

γ + 2/(n− 2)

∫
Ω

ηiju
−γ−2/(n−2)uiuj.

(4.6)

对于 n = 3和 α > 2，我们利用（2.13），（4.4）和（4.5）得到

J +
4

3
(5− α)

∫
Ω

ηh2u2α−2

=− 4

(α− 1)(α− 2)

∫
Ω

η∆huα−1

+
4

3

α− 3

α− 1

∫
Ω

∆ηhuα−1 +
2

3

4α− 17

α− 1

∫
Ω

ηihiu
α−1 + 2

∫
Ω

ηiju
−2uiuj.

(4.7)

定理的证明在 n ≥ 4, α > 1的时候基于（4.6），而在 n = 3, α > 2的时候基于（4.7）
.剩余的情况（n ≥ 4, α = 1和 n = 3, 1 ≤ α ≤ 2）是初等的，并且会在最后考虑.

由于∆h ≥ 0，（4.6）和（4.7）右边第一项（体积项）在 γ足够小的时候是非负

的.零一箱在命题 2.3当中被估计.因此对于 n ≥ 4, α > 1，和满足（2.22）的 ζ，我

们有 ∫
Ω

ζph2u2α−2/(n−2)−γ

≤c
∫
Ω

(|D2ζ|+ |∇ζ||∇ logh|)2α−2(n−2)−γ)/(α−1)

× h−(−γ+2(n−3)/(n−2))/(α−1),

(4.8)
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左边应有一个(



而对于 n = 3, α > 2（其中 p > 2）
4

3
(5−α)

∫
Ω

ζph2u2α−2

≤c
∫
Ω

ζp−1(|∆ζ|+ |∇ζ||∇ logh|)huα−1

+ c

∫
Ω

ζp−2|D2ζ|u−2|∇u|2.

(4.9)

为了完成证明，我们选择 Ω = {x ∈ Rn : |x| ≤ R}以及

ζ(x) = 1, 其中|x| ≤ 1

2
R, (4.10a)

|∇ζ| ≤ c

R
, |D2ζ| ≤ c

R2
, 其中

1

2
R ≤ |x| ≤ R. (4.10b)

这么（4.3），（4.3）一起得到∫
|x|≤R

ζph2u2α−2(n−2)−γ

≤ c

R(2/(α−1))(2α−2/(n−2)−γ)+(5/(α−1))(−γ+2(n−3)/(n−2))−n
,

(4.11)

对于 σ > −2/(n− 3)，它在 R → +∞的时候趋于 0.
接下来，我们考虑 n = 3(2 < α < 5)的情况.利用（2.22）和（4.10）估计（4.9），

我们得到∫
Ω

ζph2u2α−2 ≤ c

R2

∫
R/2≤|x|≤R

ζp−1huα−1 +
c

R2

∫
R/2≤|x|≤R

ζp−2u−2|∇u|2. (4.12)

我们需要得到（4.12）的右边在 R → +∞的时候趋于零.通过方程（4.1），我们得到∫
|x|≤R

ζp−2u−2|∇u|2 +
∫
|x|≤R

ζp−2huα−1 = (p− 2)

∫
R/2≤|x|≤R

ζp−3ζiu
−1ui. (4.13)

这说明，对于 θ > 0，∫
|x|≤R

ζp−2|∇ logu|2

≤(p− 2)

∫
R/2≤|x|≤R

ζp−3|∇ζ||∇ logu|

≤cθ2
∫
|x|≤R

ζp−2|∇ logu|2 + c

θ2

∫
R/2≤|x|≤R

ζp−4|∇ζ|2

≤cθ2
∫
|x|≤R

ζp−2|∇ logu|2 + CR.

(4.14)
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应为这和（4.3），（4.8）


把右边的|\nabla\zeta||\nabla\log h|和|D^2\zeta|都换成1/R^2即可


乘以\zeta^{p-2}u^{-1}并分部积分


从前面的等式得到


首先\zeta\leq1，然后，|\nabla\zeta|^2\leq R^{-2}，所以整个积分\leq|\{R/2<|x|<R\}|\cdot R^{-2}，因此就是R（因为是三维）



对于足够小的 θ，有 ∫
|x|≤R

ζp−2u−2|∇u|2 ≤ CR. (4.15)

这个（4.13）得到 ∫
|x|≤R

ζp−1huα−1 ≤ CR. (4.16)

将（4.12）和（4.15），（4.16）进行对比，我们看到（4.12）的右边在 R → +∞的
时候趋于零.这就得到了 u ≡ 0.接下俩我们考虑 n = 3, 1 < α ≤ 2的情况.从方程
（4.1）出发，并利用（2.27），我们得到

(2−α)
∫
|x|≤R

ζpuα−3|∇u|2 +
∫
|x|≤R

ζphu2α−2

= − 1

α− 1

∫
|x|≤R

ζp−2
{
pζ∆ζ + p(p− 1)|∇ζ|2

}
uα−1

≤ cθ2
∫
|x|≤R

ζphu2α−2 +
c

θ2

∫
R/2≤|x|≤R

ζp−2(|∆ζ|+ |∇ζ|2)2h−2.

(4.17)

选择足够小的 θ，并且结合（4.17）和（4.10）我们得到（4.17）的右边以 R−1−2σ 趋

于零，再次得到 u ≡ 0.最终我们考虑 n ≥ 3, α = 1的情况.在这个情况下，我们有

ζ

∫
|x|≤R

ζphu = −
∫
|x|≤R

ζp−2
{
pζ∆ζ + p(p− 1)|∇ζ|2

}
i

≤ c

R2+σ

∫
R/2≤|x|≤R

ζp−2hu.

(4.18)

取非常大的 R，（4.18）的右边可能被吸收进左边，从而∫
|x|≤R

ζphu ≤ 0,

这就得到了 u ≡ 0.也就完成了定理的证明.
正如我们之前提到的，附录 A的例 1展示了定理 4.1在没有像（4.2）的条件的

话不一定成立.这是另一个例子，他强调了（4.2）的必要性.
例 1 设

w(x) =

(
µ
√
n(n− 2)

µ2 + |x− a|2

)(n−2)/2

, µ > 0, a ∈ Rn, n > 2. (4.19)
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大概是一个O(R^{-1})


利用测试函数\zeta^pu^{\alpha-2}进行分部积分，然后对得到的\nabla u\cdot\nabla\zeta再次分部积分


导致前面一个不好处理的项不存在，但是后面一个项趋于零


此处应为u


这里的h来源于前面把R^\sigma放到了分母地方



设 w(x)在 α = (n+ 2)/(n− 2)时满足（1.1）.如果 α < (n+ 2)/(n− 2)，并且

h(x) = w(x)(n+2)/(n−2)−α. (4.20)

那么方程

∆u+ h(x)uα = 0

有显然的解 u(x) = w(x).由（4.20）定义的函数 h(x)满足

∆h = −
(
n+ 2

n− 2
− α

)
w(n+6)/(n−2)−α −

(
α− 4

n− 2

)(
n+ 2

n− 2
− α

)
|∇w|2.

因此在 α > 4/(n− 2)的时候 ∆h ≤ 0.
接下来一个例子和附录 A的例 2一样展示了定理 4.1在有 bjuj 项的时候不一

定成立.
例 2 考虑方程

∆u+
(n− 2)2

α− 1

(
n+ 2

n− 2
− α

)
xj

µ2 + |x|2
uj + uα = 0 在 Rn上, n > 2, (4.21)

其中 µ > 0，且 1 < α < (n+ 2)/(n− 2).存在一个显然的解

u(x) =

(
µ
√
n(n− 2)

µ2 + |x|2

)2/(α−1)

. (4.22)

因此定理 4.1不成立.很有意思的是是如果 α > n/n(n − 2)，（4.22）在无穷远处大
概是 1/|x|n−2进行衰减.方程（4.21）是方程

∆u+ (β − 1)(n− 2)
xj

µ2 + |x|2
uj

+ β

(
µ
√
n(n− 2)

µ2 + |x|2

)((n−2)/n)(4/(n−2)−(α−1)β)

uα = 0,

其中 β ̸= 1的特殊情况.他有一个显然的解为

u(x) = (w(x))β,

其中 w(x)是（4.19）定义的函数。
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5 向量场和基本界——一般情况

在这一节里面，我们介绍一个几何向量场并且导出几本恒等式并且估计方

程（1.11）的阶. 我们应该看到方程（1.10）的研究可以被简化为（1.11）的研究.
设 gij 是 Mn 上的度量，并且 (gij) 是 (gij) 的逆矩阵. 对于一个局部坐标系 x =

(x1, x2, . . . , xn) ∈Mn，我们分别用 Γk
ij,∇i, hij, R = Rijg

ij 和 ∆表示关联度量 gij 的

克里斯托费尔符号，协变导数，里奇张量，标量曲率和拉普拉斯-贝特米算子.我们
先写一些熟知的公式.对于度量 gij，和标量函数 f，

Γk
ij =

1

2
gkl(∂igjl + ∂jgil − ∂lgij), (5.1)

f i ≡ ∇if = gij∇jf = gij∂jf ≡ gijfj, (5.2)

∆f = gij∇i∇jf =
1
√
g

∂

∂xi

(
√
ggij

∂f

∂xj

)
, (5.3)

其中 g = det(gij).设 Zi是向量场 Z 的分量，并且

Zi = gijZj. (5.4)

那么

∇iZ
j = ∂iZ

j + Γj
ikZ

k

∇iZ
i =

1
√
g

∂

∂xi
(
√
gZ i),

(5.5)

∇k∇iZ
k −∇i∇kZ

k = RijZ
j, (5.6)

Rij = ∂kΓ
k
ij − ∂iΓ

k
kj + Γk

klΓ
l
ij − Γk

ilΓ
l
kj. (5.7)

现在我们通过（1.11）简化（1.10）.不失一般性，我们假设 aij = aji，我们需要假

设（1.10）的线性部分是完全椭圆的，也就是说，对于一些常数 λ > 0和所有 n−数
组 ξ1, . . . , ξn，

λ−1|ξ|2 ≤ aij(x)ξiξj ≤ λ|ξ|2. (5.8)

设

bi(x) = aij(x)b̃j(x)− aij(x)
1
√
g

∂
√
g

∂xj
, (5.9)
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其中 g = det(aij(x))，并且 (aij)是 (aij)的逆矩阵.可以容易得到（1.10）和（1.11）
是等价的.在这一节里面我们只研究（1.11）.

Mn上面的体积元素是

dV =
√
gdx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn, (5.10)

其中像一般的一样，“∧”指的是外乘法. 在这一节中所有的积分都是对于体积元
（5.10）进行的.协变导数的使用使得本节及后续章节的发展与第 2、3、4节的发展
平行。分析中与之前相同的部分将不再重复，但我们将强调新的方面，如Mn的曲

率作用，以及 f(x, u)对 u的依赖性（也可以允许对 ∇u有一定依赖）.
正如在第二节一样，我们引入一个新的函数

u(x) = w(x)−(n−2)/2, (5.11)

它满足

∆w + bjw
j − 1

2
nw−1|dw|2 − 2

n− 2
wn/2f(x,w−(n−2)/2), (5.12)

其中 |dw|2 ≡ wiw
i = gijwiwj 是 w梯度的平方.我们基础的向量场 V有分量（对比

（2.3））

V i = w−(n−1)

{
wj∇jw

i − 1

n
wi∆w

}
(5.13a)

=
2

(n− 2)2

{
∇i
(
u−2/(n−2)|du|2

)
+ (n− 2)∇i

(
u−2/(n−2)

)
|du|2

+
2

n
u−2/(n−2)f(x, u)ui +

2

n
biu−2/(n−2)uju

i
}
. (5.13b)

利用 f(x, t)，我们得到

δ · V ≡ ∇iV
i = w−(n−1)

{
∇iw

j∇jw
i − 1

n
(∇w)2

}
+Rij(x)w

−(n−1)wiwj

+
(n− 1)(n+ 2)

n(n− 2)
w−n/2f(x, u)|dw|2 − n− 1

n
w−(n−1)ft(x, u)|dw|2

+
2(n− 1)

n(n− 2)
w−(n−2)/2wifxi

(x, u)
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把所有导数变成协变导数



− n− 1

n
w−(n−1)wi∇i(bjw

j)− n− 1

n
w−nbjw

j|dw|2 (5.14a)

= J(x)

+
4

(n− 2)2
Rij u

−2/(n−2)uiuj

+
4(n− 1)

n(n− 2)2
u−n/(n−2)

{
− d

dt

(
t−(n+2)/(n−2)f(x, t)

) ∣∣∣
t=u

}
|du|2

− 4(n− 1)

n(n− 2)2
u−2/(n−2)uifxi

(x, u)

− 4(n− 1)

n(n− 2)2
u−2/(n−2)ui∇i(bju

j)

+
4(n− 1)(n+ 2)

n(n− 2)3
u−n/(n−2)bju

j|du|2, (5.14b)

其中

J(x) = w−(n−1)

{
∇iw

j∇jw
i − 1

n
(∆w)2

}
(5.15a)

= w−(n−1)

[
∇iwj −

1

n
(∆w)gij

] [
∇jwj − 1

n
(∆w)gij

]
≥ 0. (5.15b)

在（5.14）和（2.4）之间的区别体现在里奇张量 Rij .它通过（5.6）进入。以下命题
对命题 2.1进行了推广。
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即体现了协变导数的非对易性



命题 5.1. 设 Ω是Mn当中的开集，设 η(x) ∈ C∞
0 (M)且 γ ∈ R.那么

(n− 2)2

2

∫
Ω

ηu−γJ(x) +
2(n− 1)

n

∫
Ω

ηun/(n−2)−3nγ/2(n−1)

×
{
− d
dt
[
t−((n+2)/(n−2)−γ(n+2)/2(n−1))f(x, t)

]} ∣∣∣
t=u

|du|2

+ γ(1− γ)

∫
Ω

ηu−γ−2(n−1)/(n−2)|du|4

=− 2

∫
Ω

ηRij(x)u
−γ−2(n−1)/(n−2)uiuj

− 2

n

∫
Ω

∇uηu
−γ−2/(n−2)f(x, u)ui +

2(n− 1)

n

∫
Ω

u−γ−2/(n−2)uifxi
(x, u)

+
2(n− 1)

n

∫
Ω

ηu−γ−2/(n−2)bju
jf(x, u) +

∫
Ω

∆ηu−γ−2/(n−2)|du|2

+ 2(1− γ)

∫
Ω

∇iηu
−γ−n/(n−2)ui|du|2 −

[
2(n− 1)

n− 2
− 3γ

]
×
∫
Ω

ηbju
−γ−n/(n−2)uj|du|2

− 2

∫
Ω

∇iηbju
−γ−2/(n−2)uiuj +

2(n− 1)

n

∫
Ω

ηbibju
−γ−2/(n−2)uiuj.

(5.16)

证明 （5.16）的证明十分类似定理（2.7）的证明.
与第 2节相同，我们需要一个替代形式（5.16），适用于所有维度的全局问题，

以及三维的局部问题。这种替代形式包含在下一个命题中。首先我们引入一个函数

Φ(x, t) =

∫ t

0

dss−2/(n−2)−γf(x, s). (5.17)

命题 5.2. 设 Ω和 η和 5.1里面一样.然后，J 由（2.10）给出（其中用协变导数），我
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们有

J+
2(n− 1)

n

∫
Ω

ηun/(n−2)−3nγ/2(n−1)

×
{
− d
dt
[
u−((n+2)/(n−2)−γ(n+2)/2(n−1))f(x, t)

]} ∣∣∣∣
t=u

+ γ(1− γ)

∫
Ω

ηu−γ−2(n−1)/(n−2)|du|4

=− 2

∫
Ω

ηRiju
−γ−2/(n−2)uiuj +

2(n− 1)

n

∫
Ω

ηu−γ−2/(n−2)uifxi
(x, u)

− 2

n(γ + 2/(n− 2))

[
2(n− 1)(n+ 1)

n− 2
− (2n+ 1)γ

] ∫
Ω

{
η∇ib+ iΦ + ηbiΦ

xi
}

+
2

γ + 2/(n− 2))

[
n− 1

n− 2
− 3

2
γ

] ∫
Ω

η∇ibiu
−γ−2/(n−2)|du|2

+
2

n(γ + 2/(n− 2))

∫
Ω

η

{[
2(n− 1)(n+ 1)

n− 2
− (2n+ 1)γ

]
bib

j

− n

[
2(n− 1)

n− 2
− 3γ

]
∇jbj

}
u−γ−2/(n−2)uju

i

+
2

n(γ + 2/(n− 2)

[
2(n− 1)2

n− 2
− (2n− 1)γ

] ∫
Ω

∆ηΦ

+
4

n(γ + 2/(n− 2))

∫
Ω

{[
(n− 1)2

n− 2
− 2n− 1

2
γ

]
ηiΦ

xi

−
[
(n− 1)(n+ 1)

n− 2
− 2n+ 1

2
γ

]
ηibiΦ

}
+

2

γ + 2/(n− 2)

∫
Ω

{[
−n− 3

n− 2
+

3γ

2

]
∆η

+

[
n− 1

n− 2
− 3γ

2

]
ηibi

}
u−γ−2/(n−2)|du|2

− 4

γ + 2/(n− 2)

∫
Ω

{
−(1− γ)∇jηi + 2

[
n− 1

n− 2
− γ

]
ηjbi

}
u−γ−2/(n−2)uiuj.

(5.18)

在我们给出（5.18）的证明之前，我们给出引理 2.1的一个推论.
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此处应为\eta\nabla^ib_i\Phi



引理 5.1. 设 Γ和 γ 像命题 5.1.设 Z 是一个分量为 Zi ∈ C∞
0 (Ω).那么∫

Ω

Zi∇i(u−2/(n−2)−γ)|du|2 =
∫
Ω

∇iZiu
−2/(n−2)−γ|du|2 − 2

∫
Ω

∇jZiu
−2/(n−2)−γuiuj

− 2

∫
Ω

∇iZiΦ(x, u)− 2

∫
Ω

ZiΦ
xi(x, u)

+ 2

∫
Ω

Zib
ju−2/(n−2)−γuiuj.

(5.19)

证明 正如在引理 2.1当中一样，我们考虑

−
∫
Ω

∇j(Ziu
−2/(n−2)−γui)uj +

∫
Ω

Ziu
−2/(n−2)−γuibju

j +

∫
Ω

Ziu
−2/(n−2)−γuif = 0,

并利用

∇j(Ziu
−2/(n−2)−γui) =

1

2
∇i(Ziu

−2/(n−2)−γ|du|2)− 1

2
∇iZiu

−2/(n−2)−γ|du|2

+
1

2
Zi∇i(u−2/(n−2)−γ)|du|2 +∇jZiu

−2/(n−2)−γuiuj,
(5.20)

以及

Ziu
−2/(n−2)−γfui = ZiΦiu

i = ∇i(ZiΦ)−∇jZiΦ− Ziϕ
xi . (5.21)

命题 5.2的证明 正如在命题 2.2当中一样，我们考虑（5.16）的如下替代：

2(n− 1)

n

∫
Ω

bju
−2/(n−2)−γujf(x, u)

= −2(n− 1)

n

∫
Ω

{
(ηibi + η∇ibi)Φ + ηbiΦ

xi
}
,

(5.22)

− 2

n

∫
Ω

ηiu
−2/(n−2)−γuif =

2

n

∫
Ω

{∆ηΦ + ηiΦ
xi}, (5.23)

2(1− γ)

∫
Ω

ηiu
−n/(n−2)−γui|du|2

= − 2(1− γ)

2/(n− 2) + γ

{∫
Ω

∆ηu−2/(n−2)−γ|du|2 − 2

∫
Ω

∆ηΦ

− 2

∫
Ω

∇jηiu
−2/(n−2)−γuiuj − 2

∫
Ω

ηiΦ
xi + 2

∫
Ω

ηibju
−2/(n−2)−γuiuj

}
,

(5.24)

47


这里应该是\Omega


应为\nabla^j(Z_iu^{-2/(n-2)-\gamma}u^i)u_j


应为t


我感觉原文此处有问题，应该是\Phi



以及

−
[
2(n− 1)

n− 2
− 3γ

] ∫
Ω

ηbiu
−n/(n−2)−γui|du|2

=
2(n− 1)/(n− 2)− 3γ

2/(n− 2) + γ

{∫
Ω

(ηibi + η∇ibi)u
−2/(n−2)−γ|du|2

− 2

∫
Ω

(ηibi + η∇ibi)Φ− 2

∫
Ω

(ηibj + η∇ibj)u
−2/(n−2)−γujui

− 2

∫
Ω

ηbiΦ
xi + 2

∫
Ω

ηbibju
−2/(n−2)−γuiuj

}
.

(5.25)

把（5.22）-（5.25）代入（5.16）当中，我们的到了（5.18）.
下一个命题对命题 2.3进行了推广。它包含了将对非线性 f(x, u)施加的主要

技术条件。注意下文界（5.31）与第 2节中类似的（2.25）表述不同。

命题 5.3. 设 Ω是Mn(n > 2)上的有界开区域，设

ζ ∈ C∞
0 (Ω),

0 ≤ ζ(x) ≤ 1.
(5.26)

设 f(x, u)是一个非负的函数满足（i）

− ∂

∂t

{
t−((n+2)/(n−2)−delta)f(x, t)

}
≥ 0 (5.27)

对于一些 δ > 0和一切 t ≥ 0成立，（ii）

|∇i[log f(x, u)]| ≤ j(x) (5.28)

对于一些不依赖 u的正函数 j(x)成立.那么：
（a）对于 n ≥ 4和足够小的正数 γ，存在正常数 c和一个很大的 p满足（其中

J 由（2.10）给出）

J + c

∫
Ω

ζpf 2(x, u)u−2/(n−2)−γ + c

∫
Ω

ζpu−2(n−1)/(n−2)−γ|du|4

≤c
∫
Ω

ζp−4
[
(|∆ζ|+ |dζ|2)2 + |R|2 + |j(x)|4

+|dζ|2|b|2 + |b|4
]
u2(n−3)/(n−2)−γ,

(5.31)
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这个条件是否足以替代R^n当中的\sigma约束


应为\delta


也就是对于确定的x而言，|\nabla_i\log f(x,u)|是有界的



其中

|R|2 = RijR
ij. (5.32)

（b）对于 n = 3，存在正常数 c和一些 p > 2使得

J + c

∫
Ω

ζpf 2(x, u)u−2 ≤c
∫
Ω

ζp−1
[
|dζ|2 + |dζ||j(x)|+ |dζ||b|+ |j(x)|2

+ |j(x)||b|+ |db|+ |b|2
]
f(x, u)u−1

+ c

∫
Ω

ζp−2
[
|D2ζ|+ |R|+ |dζ||b|+ |Db|+ |b|2

]
u−2|du|2.(5.33)

证明 从（5.27）当中我们得到

uft(x, u) ≤
(
n+ 2

n− 2
− δ

)
f(x, u). (5.34)

利用这个事实，我们可以给出（5.16），（5.18）左端第二项的界限：

2(n− 1)

n

∫
Ω

ηun/(n−2)−γ3n/2(n−1)

×
{
− ∂

∂t

[
t−((n−2)/(n+2)−γ(n+2)/2(n−1))f(x, t)

]} ∣∣∣∣
t=u

|du|2

≥2(n− 1)

n

[
δ − γ

n+ 2

2(n− 1)

] ∫
Ω

ηu−n/(n−2)−γf(x, u)|du|2.

(5.35)

对于给定的 δ > 0，我们选取 γ 满足

δ − γ
n+ 2

2(n− 1)
> 0. (5.36)

我们现在按照命题 2.3 的证明方式进行. 首先我们考虑 n ≥ 4 的情形，并且利用

（5.16）和（5.35）.对于足够小的 θ，η = ζp(p > 4)，

− 2

n

∫
Ω

ηiu
−γ−2/(n−2)f(x, u)ui +

2(n− 1)

n

×
∫
Ω

η(bi +∇i log f)u−γ−2/(n−2)f(x, u)ui

≤cθ2
∫
Ω

ζpu−γ−n/(n−2)f(x, u)|du|2
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把LHS里面那个很大的偏导数用（5.16）换掉，恰好形成这个


这一部分是对第一项进行的Young不等式



+
c

θ2

∫
Ω

ζp−2(|dζ|2 + |j(x)|2 + |b|2)f(x, u)u−γ+(n−4)/(n−2)

− 2

∫
Ω

ηRiju
−γ−2/(n−2)uiuj +

∫
Ω

∆ηu−γ−2/(n−2)|du|2 (5.37)

− 2

∫
Ω

ηib
ju−γ−2/(n−2)uiuj +

2(n− 1)

n

∫
Ω

ηbib
ju−γ−2/(n−2)uiuj

≤cθ2
∫
Ω

ζpu−γ−2(n−1)/(n−2)|du|4 + c

θ2

∫
Ω

ζp−4
[
(|∆ζ|+ |dζ|2)2

+ |R|2 + |dη|2|b|2 + |b|4
]
u−γ+2(n−3)/(n−2). (5.38)

2(1− γ)

∫
Ω

ηiu
−γ−n/(n−2)ui|du|2 −

[
2(n− 1)

n− 2
− 3γ

] ∫
Ω

ηbju
−γ−n/(n−2)uj|du|2

≤cθ4/3
∫
Ω

ζpu−γ−2(n−1)/(n−2)|du|4

+
c

θ4

∫
Ω

ζp−4
[
|dζ|4 + |b|4

]
u−γ+2(n−3)/(n−2).

(5.39)

对比（5.16），（5.35）和（5.37）-（5.39），我们得到，对于正的常数 c（对比（2.34）），

J + c

∫
Ω

ζpfu−γ−n/(n−2)|du|2 + c

∫
Ω

ζpu−γ−2(n−1)/(n−2)|du|4

≤c
∫
Ω

ζp−2
(
|dζ|2 + |j(x)|2 + |b|2

)
f(x, u)u−γ+(n−4)/(n−2)

+ c

∫
Ω

ζp−4
[
(|∆ζ|+ |dζ|2)2 + |R|2 + |dζ|2|b|2 + |b|4

]
u−γ+2(n−3)/(n−2).

(5.40)

接下来是引理 2.2的推广.

引理 5.2. 如果 f(x, u)满足（5.27），那么∫
Ω

ηf 2u−γ−2/(n−2) −
∫
Ω

ηu−γ−2/(n−2)uifxi
(x, u)

+

∫
Ω

ηbju
−γ−2/(n−2)fuj −

∫
Ω

ηifu
−γ−2/(n−2)ui

=

∫
Ω

ηu−γ−n/(n−2)

[
uft(x, u)−

(
γ +

2

n− 2

)
f

]
|du|2 (5.41a)

≤
(

2

n− 2
− δ − γ

)∫
Ω

ηf−γ−n/(n−2)|du|2. (5.1)
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证明 考虑 ∫
Ω

ηf(x, u)u−γ−2/(n−2)(∆u+ biu
j + f) = 0

并且利用散度定理；（5.41b）可以由（5.41a）通过（5.34）得到.
把（5.40）和（5.14b）对比，再次利用（5.37），我们得到

J + c

∫
Ω

ζpf 2u−2/(n−2)−γ + c

∫
Ω

ζpu−2(n−1)/(n−2)|du|4

≤c
∫
Ω

ζp−2
[
|dζ|2 + |j(x)|2 + |b|2

]
f(x, u)u(n−4)/(n−2)−γ

+ c

∫
Ω

ζp−4
[
(|∆ζ|+ |dζ|2)2 + |R|2

+ |dζ|2|b|2 + |b|4
]
u2(n−3)/(n−2)−γ.

(5.42)

对 p = q = 2利用（2.27），并且假设 θ足够小，我们得到∫
Ω

ζp−2
[
|dζ|2 + |j(x)|2 + |b|2

]
f(x, u)u(n−4)/(n−2)−γ

≤cθ2
∫
Ω

ζpf 2(x, u)u−2/(n−2)−γ

+
c

θ2

∫
Ω

ζp−4
[
|dζ|2 + |j(x)|2 + |b|2

]2
u2(n−3)/(n−2)−γ.

(5.43)

对比（5.42）和（5.43）我们得到（5.32）.
对于 n = 3的情况，类似于命题 2.3当中写的那样.

6 全局与局部结果——一般情况

本节我们建立了方程（1.10）和 6.1的全局和局部结果.关于紧流形的一些全局
结果见附录 B.

6.1 我们先展示全局结果，定理 6.1推广了定理 4.1.

定理 6.1. 设Mn(n > 2是一个 n−维完备黎曼流形且有非负里奇张量 Rij .设 ∆是

Mn上面的拉普拉斯-贝特米算子，而 u(x)是方程

∆u+ f(x, u) = 0, 在Mn (6.1)
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的非负 C2解.假设 f 是非线性的，并且满足（i）对于一些 (n+ 2)/(n− 2) > δ > 0

以及一切 t ≥ 0，

− d
dt
[
t−((n+2)/(n−2)−δ)f(x, t)

]
≥ 0. (6.2)

（ii）对于固定的 t ≥ 0，

∆xf(x, t) ≥ 0. (6.3)

（iii）设 r = r(x)是M 上到固定点 P 的距离，假设对于一切 t ≥ 0，

|dx log f(x, t)| ≤
c

r
, 其中r → +∞. (6.4)

（iv）对于 n ≥ 4，假设

ch(x)uβ ≤ f(x, u), c > 0, (6.5a)

其中

1 < β <
n+ 2

n− 2
, (6.5b)

并且当 r → +∞的时候，
crσ ≤ h(x), c > 0 (6.6a)

σ > − 2

n− 3
. (6.6b)

（v）对于一下 c > 0，

Φ(x, t) =

∫ t

0

s−2/(n−2)−γf(x, s) ≤ cf(x, t)t(n−4)/(n−2)−γ, (6.7)

那么

u(x) ≡ 0.

注记. 1.条件（6.7）可以被形如

f(x, u) ≤ h(x)uα

的上界条件取代，其中

1 <
α + 1

2
< β ≤ α <

n+ 2

n− 2
.

2.条件（iii）在三维情况不是必须的.
首先，我们需要得到如下熟知的结论（参见 [3]）.
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命题 6.1. 设M 是一个 n−维黎曼流形.设 V (r)是半径为 r的测地球体积.设 O(M)

是最小的数字满足

lim
r→+∞

V (r)

rO(M)
< +∞.

如果M 有非负里奇曲率，那么

O(M) ≤ n. (6.9)

定理 6.1的证明 这个证明和定理 4.1的证明一样.我们对 bj(x) ≡ 0使用（5.18），
并且利用它的体积项：首先，∫

Ω

ηu−2/(n−2)−γuifxi
(x, u) =

∫
Ω

ηΦxi,t(x, u)u
i

= −
∫
Ω

η∆xΦ(x, u)−
∫
Ω

ηiΦ
xi(x, u).

(6.10)

第二，我们利用（5.35）和（5.41b）去估计（5.18）左边的第二项的下节. 正如在
（5.42）的证明中一样，这和（6.10）一起得到，对于 n ≥ 4(c > 0)的时候，

J + c

∫
Ω

ζPf 2(x, u)u−2/(n−2)−γ + c

∫
Ω

ζpu−2(n−1)/(n−2)−γ|du|4

≤− 2

∫
Ω

ζpRiju
−2/(n−2)−γuiuj − c

∫
Ω

ζp∆xΦ(x, u)

+ c

∫
Ω

ζp−2|dζ|2f(x, u)u(n−4)/(n−2)−γ

+ c

∫
Ω

ζp−1|dζ||j(x)|
∫ u(x)

0

dss−2/(n−2)−γf(x, s)

+ c

∫
Ω

ζp−4(|∆ζ|+ |dζ|2)2u2(n−3)/(n−2)−γ,

(6.11)

以及对于 n = 3（正如（5.43）的证明一样）

J + c

∫
Ω

ζpf 2(x, u)u−2 ≤− 2

∫
Ω

ζpRiju
−2uiuj

+ c

∫
Ω

ζp−2|dζ|2f(x, u)u−1

+ c

∫
Ω

ζp−1|dζ||j(x)|
∫ u(x)

0

dss−2f(x, s)

+ c

∫
Ω

ζp−2|D2ζ|u−2|du|2.

(6.12)
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利用 Riju
iuj ≥ 0的事实，以及（6.3），并且对 p = q = 2使用（2.27），估计（6.11）

就得到

J + c

∫
Ω

ζpf 2(x, u)u−2/(n−2)−γ + c

∫
Ω

ζpu−2(n−1)/(n−2)−γ|du|4

≤c
∫
Ω

ζp−1|dζ||j(x)|
∫ u(x)

0

dss−2/(n−2)−γf(x, s) (6.13a)

+ c

∫
Ω

ζp−4
(
|∆ζ|+ |dζ|2

)2
u2(n−3)/(n−2)−γ

≤c
∫
Ω

ζp−1|dζ||j(x)|f(x, u)u(n−4)/(n−2)−γ

+ c

∫
Ω

ζp−4
(
|∆ζ|+ |dζ|2

)2
u2(n−3)/(n−2)−γ. (6.13b)

从（6.13a）到（6.13b）用的是（6.7），利用（2.27）去吸收（6.13b）的右边第一项，
然后（6.5），我们得到∫

Ω

ζph2(x)u2β−2/(n−2)−γ

≤c
∫
Ω

(
|∆ζ|+ |dζ|2 + |dζ||j(x)|

)(2β−2/(n−2)−γ)/(β−1)

× h−(−γ+2(n−3)/(n−2))/(β−1).

(6.14)

接下来，我们选取 Ω是半径为 R的测地球，ζ(x)满足（4.10）.利用（6.6）和（6.9），
一个直接的计算表明（6.14）的有段在 R → +∞的时候趋于零.这给出了 n ≥ 4的

定理。对于 n = 3，我们从（6.12）开始，按照定理 4.1的证明进行。由于没有新的
想法，细节留给读者自行处理。

定理 1.2是定理 6.1的推论，我们还能给出另一个推论.

推论 6.1. 设Mn(n > 2)是一个 n−维完备黎曼流形，且有非负里奇曲率.所有正的
C2调和函数在Mn上面都是常数.

注记. 这个推论利用完全不同的方法在 [16]当中被证明.
通过将（5.35）和（5.41b）结合，界定（5.18）的左边，可以获得其他全局结
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果。使用（5.21），经过简单计算后，

J+
2(n− 1)

n

[
δ − γ

n+ 2

2(n− 1)

]
1

n/(n− 2)− δ − γ

×
∫
Ω

ηf 2(x, u)u−2/(n−2)−γ + γ(1− γ)

∫
Ω

ηu−2(n−1)/(n−2)−γ|du|4

≤− 2

∫
Ω

ηRiju
−2/(n−2)−γuiuj

− 2(n− 1)

n

{[
δ − γ

n+ 2

2(n− 1)

]
1

n/(n− 2)− δ − γ
+ 1

}∫
Ω

η∆xΦ

−
{

2

n(2/(n− 2) + γ)

[
2(n− 1)(n+ 1)

n− 2
− (2n+ 1)γ

]
− 2(n− 1)

n

[
δ − γ

n+ 2

2(n− 1)

]
1

n/(n− 2)− δ − γ

}
×
∫
Ω

(η∇ibiΦ + ηbiΦ
xi)− 2

2/(n− 2) + γ

×
∫
Ω

η

{
−
[
n− 1

n− 2
− 3

2
γ

]
∇kbkδ

j
i +

[
2(n− 1)

n− 2
− 3γ

]
∇jbi

−
[
2(n− 1)(n+ 1)

n(n− 2)
− 2n+ 1

n
γ

]
bib

j

}
× u−2/(n−2)−γuiuj

+

∫
Ω

(c1ηiΦ
xi + c2η

ibiΦ) +

∫
Ω

(c3∆η + c4ηib
i)u−2/(n−2)−γ|du|2

+

∫
Ω

(c5∇iηi + c6η
ibj)u

−2/(n−2)−γuiuj,

(6.16)

其中常数 ci不一定是正的.（6.16）右侧的前四项是体积项，其余为表面项。表面项
的控制方式与之前相同。当体积项为非正时，得到全局结果。

定理 6.2. 设Mn 是一个 n−维完备黎曼流形，其中 n > 2且里奇张量 Rij 非负.假
设 u(x)是方程

∆u+ bu = 0, 在Mn上, n > 2 (6.17)

的一个非负 C2 解，其中 b(x)是一个向量场.设 r = r(x)是在M 上到固定点 P0 的

距离函数，并且假设

|b(x)| ≤ c

r
, 其中r → +∞ (6.18)
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对于n ≥ 3的情况成立.对于n = 3的情形，进一步假设 r → +∞的时候 |∇b| ≤ c/r2.
那么如果有着局部坐标的向量场

−1

2
(∇kbk)g

j
i +∇jbi −

n+ 1

n
bib

j (6.19)

是正定的，那么 u ≡一个常数.

证明 我们对于 f ≡ 0和半径为 R的测地球 Ω使用（6.16）.因为Mn 有非负

里奇张量，这和（6.18）一起可证明（如定理 6.1所示）表面项在 R → +∞时趋零.
那么（6.19）和 Rij ≥ 0一起得到了（6.14）右边的体积项是非正的，就得到了定理.

注记. 我们目前不知道关于完备黎曼流形线性方程（6.5）的其他刘维尔型定
理。

6.2 在本小节中，我们将呈现方程（1.10）和（1.11）的局部结果。这些方程
的结果（及其证明）是相同的。事实上，方程（1.11）的黎曼流形M不必是完备的。
我们只陈述方程（1.10）的结果。大部分证明与第三部分相同。因此，我们只指出
与第三节不同的证明部分。主要区别在于下文定理 6.4中奇点阶数的刻画。

接下来的定理推广了定理 3.1.

定理 6.3. 设 u(x) 是（1.10）在 0 < |x| < R 上的一个非负 C2 解. 假设系数 aij 是

C2(0 < |x| ≤ R) ∩ L∞ 的并且满足（5.8）.同时假设里奇曲率（对于度量 gij = aij）

满足

|Rij(x)| ≤
c

|x|2
, 在 x = 0附近. (6.20)

我们假设非线性函数 f(x, u)满足：（i）对于一些 δ > 0，

− d
dt
[
t−((n+2)/(n−2)−δ)f(x, y)

]
≥ 0 对一切t ≥ 0. (6.21)

（ii）对于一切 t ≥ 0，∣∣∣∣ ∂∂xi log f(x, t)
∣∣∣∣ ≤ c

|x|
, 在 x = 0附近. (6.22)

（iii）对于 n ≥ 4（三维情况不用这个 f 的条件），

c1h(x)u
α ≤ f(x, u) ≤ c2h(x)u

α, c1, c2 > 0 (6.23)
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对于大的 u成立，并且

1 < α <
n+ 2

n− 2
. (6.24)

这里 h(x)是非负函数并且对一些 c > 0，

c|x|σ ≤ h(x) 在 x = 0附近, (6.25)

其中 σ是一个实数.
对于系数 b̃j 满足，对于 n ≥ 3，

|b̃j(x)| ≤
c

|x|
, 在 x = 0附近, (6.26)

并且对于 n = 3进一步假设

|Db̃j(x)| ≤
c

|x|2
, 在 x = 0附近. (6.27)

那么：

（a）（哈纳克不等式）存在 θ0 > 0使得对于一切 0 < θ ≤ θ0，足够小的 ε > 0，

sup
ε≤|x|≤(1+θ)ε

u(x) ≤ c inf
ε≤|x|≤(1+θ)ε

u(x) (6.28)

对于一个独立于 ε, θ和 u的常数 c成立.
（b）如果 n = 3的时候，我们假设（取代了条件（iii）），

lim
u→+∞

f(x, u)

h(x)uα
≥ c > 0, (6.29)

其中 h(x)满足（6.29）并且 α满足（6.24），那么对于一些 n ≥ 3，

u(x) ≤ c

|x|(2+σ)/(α−1)
. (6.30)

注记. 有趣的是，哈纳克不等式（6.28）在三维空间中无条件成立（iii）。我们
相信在更高维度中也应如此。此外，我们怀疑仅假设（6.29）（非条件（iii））时，即
使对 n ≥ 4，上界（6.30）也应成立。
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定理 6.3的证明 f(x, u)的条件（iii）让 n ≥ 4情况的证明和定理 3.1的证明
类似.由于这个原因我们只考虑 n = 3的情况.正如在引理 3.1当中的证明一样（参
见（3.11）的证明），基本估计（5.33）给出∫

ε≤|x|<R

f 2(x, u)u−2 ≤ c

ε
. (5.31)

从中我们得到，利用赫尔德不等式，∫
ε<|x|<Mε

(
f(x, u)u−1

)3/(2−δ) ≤ cε−3δ/(2−δ), 0 < δ ≤ 1,M > 1. (6.32)

这足以证明哈纳克不等式（结合（3.14）和（3.18），如定理 3.1的证明）。为了证明
（6.30），我们指出，通过（6.29），（6.31）和（6.25），我们得到∫

ε<|x|<Mε

u2α−2 ≤ c

ε1+2σ
.

利用此方法和弱哈纳克不等式（3.18），我们完成了定理 3.1中的证明。
推论 3.2、3.3以及定理 3.2和 3.5也适用于方程（1.7），前提是我们假设定理

6.1的条件（条件（iii）现对所有 n23都假设）。由于本案中这些结果的陈述与第 3
节相同，我们此处不重复。本案中孤立奇点的分类需要某种特殊的处理，我们对此

进行了明确考虑。

定理 6.4. 设 u(x)是 0 < |x| ≤ R上方程（1.7）的解.假设 aij(x)，b̃j(x)和 f(x, u)满

足定理 6.3的条件（条件（iii)对于 n ≥ 3是需要的）.进一步我们假设 b̃j满足（3.20）

.考虑 1 < (n + σ)/(n− 2) < α < (n + 2)/(n− 2).那么要么零点处的奇点可去，要
么存在正常数 c, c1, c2，使得

c1
|x|(2+σ)/(α−1)

≤ u(x) ≤ c2
|x|(2+σ)/(α−1)

, 在 x = 0附近. (6.33)

更进一步，如果附加假设系数 aij(x)在 x = 0处连续，并且

f(x, u) ∼ h(0)|x|σ, 当x→ 0,

其中 α和 σ满足（3.45），并且

|bj(x)| = o

(
1

|x|

)
, 当x→ 0,
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那么

∥x∥(2+σ)/(α−1)u(x) → C0, 当x→ 0, (6.34)

其中 C0由（3.46b）给出，并且 ∥x∥2 =
∑

i,j aij(0)xixj.

证明 如果（6.33）不成立，那么正如在定理 3.3的证明中一样，

u(x) = o

(
1

|x|(2+σ)/(α−1)

)
, 在 x = 0附近. (6.35)

我们将证明这意味着（3.21），因此奇点是可去除的。这里的主要问题是找到下面给
出的函数 φ的对应物，可以用来在 ε下均匀地界定（3.36）的右边。我们构造这样
的函数如下：考虑强椭圆算子

Lu = − ∂

∂xj

(
aij(x)

∂u

∂xi

)
,

其中 aij是有界系数.设 g(x, y)是算子 L在球BR(x : |x| < R)上的格林函数；g(x, y)

满足

Lg = δy,

并且在 |x| = R上面消失.者在 [9]当中得到 g(x, y)满足

c1
|x− y|n−2

≤ g(x, y) ≤ c2
|x− y|n−2

, c1, c2 > 0 (6.36)

对于一切 x, y ∈ BR成立.设

µ =
n− 2

α− 1

(
α− n+ σ

n− 2

)
(6.37)

并且定义函数

φ(x) =

∫
BR

g(x, y)
1

|y|2+σ
dy.

那么 φ(x)满足

Lφ ≡ − ∂

∂xi

(
aij

∂φ

∂xi

)
=

1

|x|2+µ
. (6.39)

我们现在得到

φ(x) = O(|x|−((n−2)/(α−1))(α−(n+σ)/(n−2))) 在 x = 0附近. (6.40)
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利用（6.36）我们得到

c1

∫
BR

1

|x− y|n−2

1

|y|2+µ
dy ≤ φ(x) ≤ c2

∫
BR

1

|x− y|n−2

1

|y|2+µ
dy. (6.41)

我们需要去估计右侧：令∫
BR

1

|x− y|n−2

1

|y|2+µ
dy = I1 + I2 + I3,

其中

I1 =

∫
|y|<2|x|

|y−x|<|x|/2

1

|x− y|n−2

1

|y|2+µ
dy,

I2 =

∫
|y|<2|x|

|y−x|>|x|/2

1

|x− y|n−2

1

|y|2+µ
dy,

I3 =

∫
R>|y|>2|x|

1

|x− y|n−2

1

|y|2+µ
dy.

为了估计 I1，我们发现 |y − x| < 1
2
|x|, |y| < 2|x|得到 1

2
|x| < |y| < 2|x|.因此

I1 ≤ c
1

|x|2+µ

∫
|y−x|<|x|/2

dy
1

|x− y|n−2
= c

1

|x|2+µ

∫
|z|<|x|/2

dz
1

|z|n−2

≤ c
1

|x|µ
.

(6.42)

对于 I2我们有

L2 ≤ c
1

|x|n−2

∫
|y|<2|x|

dy
1

|y|2+µ
=

c

|x|µ
. (6.43)

对于 I3我们注意到 |y − x| ≤ |y|+ |x| ≤ 3
2
|y|.因此

I3 ≤ c

∫
2|x|<|y|<R

dy
1

|x− y|n+µ
= c

∫
2|x|<|x−z|<R

dz
1

|z|n+µ
≤ c

|x|µ
. (6.44)

结合（6.42）-（6.44），我们得到

φ(x) ≤ c

|x|µ
. (6.45)
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这就是（6.40）.我们现在像在定理 3.1一样推进.设 ζ ∈ C∞
0 (ε < |x| < R)满足（3.7）

.考虑 ∫
ε<|x|<R

ζ(x)φ(x)

{
∂

∂xi

(
aij

∂u

∂yj

)
+ b̃iuj + f(x, u)

}
= 0.

利用散度定理， ∫
ε<|x|<R

ζuφ

{
− 1

φ

∂

∂xj

(
aij

∂φ

∂xi

)
− f(x, u)u−1

}
=

∫
ε<|x|<R

uφ
∂

∂xj

(
aij

∂ζ

∂xi

)
+

∫
ε≤|x|≤R

u
∂ζ

∂xj
aij(x)

∂φ

∂xi
+

∫
ε<|x|<R

ζφb̃juj.

(6.46)

利用（6.4），可以证明（6.46）右侧的第一项和第三项，如定理 3.1的证明所示，在
ε均匀有界。第二项可以被如下估计：∫

ε<|x|<R

u
∂ζ

∂xj
aij

∂φ

∂xi
≤c
∫
∂≤|x|≤2ε

|∇ζ||∇φ|u

≤ cε−1ε−(2+σ)/(α−1)εn/2
(∫

ε≤|x|≤2ε

|∇φ|2
)2

.

(6.47)

设 η ∈ H1
0 (BR − {0})满足

η =

0, |x| < 1
2
ε, |x| > 4ε;

1, ε < |x| < 2ε.

考虑 ∫
ε/2≤|x|≤4ε

η2φ

{
− ∂

∂xj

(
aij

∂φ

∂xi

)
− 1

|x|2+µ

}
= 0.

通过分部积分、利用椭圆性和杨不等式（2.27），我们很快得到∫
ε/2<|x|<4ε

≤c
∫
ε/2<|x|<4ε

ηφ|∇η||∇φ|+
∫
ε/2<|x|<4ε

η2φ
1

|x|2+µ

≤cθ2
∫
ε/2<|x|<4ε

η2|∇φ|2 + c

θ2

∫
ε/2<|x|<4ε

|∇η|2φ2

+

∫
ε/2<|x|<4ε

η2φ
1

|x|2+µ
.
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选择足够小的 θ并且利用（6.40），我们得到∫
ε<|x|<2ε

η2|∇φ|2 ≤c 1
ε2

∫
ε/2<|x|<4ε

1

|x|2µ
dx+ c

∫
ε/2<|x|<4ε

1

|x|2+2µ
dx

≤cεn−2−2µ.

这和（6.47）一起得到∣∣∣∣∫
ε<|x|<R

u
∂ζ

∂xi
aij

∂φ

∂xi

∣∣∣∣ ≤ ce−(2+σ)/(α−1)+(n−2)/2+(n−2−2µ)/2 = c < +∞.

因此（6.46）的右边在 ε下一致有界.通过（6.35），我们得到φf(x, u)u−1 = o(1/|x|2+µ)，

同样，利用（6.40）和（6.39），Lφ = O(1/|x|2+µ).因此（3.6）的右边在 ε下是一致

有界的.这就完成了（6.33）的证明.（6.34）的证明和（3.45）类似.我们定义伸缩函
数

uλ(x) = λ(2+σ)/(α−1)u(λx)

满足（对比（3.47））

∂

∂xi

(
aij(λx)

∂uλ

∂xj

)
+ λb̃j(λx)u

λ(x) + λ−σf(λx, uλ(x)) = 0.

正如在定理 3.4的证明一样，我们指出给一个序列 {λk} → 0，存在一个子列 {λk}
是的 uλk(x) → u(x)，其中 u(x)满足

aij(0)
∂2u

∂xi∂xj
+ h(0)|x|σuα = 0.

设 A = (aij(0))并且 A−1 = (aij(0)).设 λ1, . . . , λn是 A的特征值，且

Λ =


λ1 0

. . .
0 λn

 .

设 B 是非奇异的矩阵，且转置为 BT，使得

BA−1BT = Λ−1.
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我们做如下变换

y = Bx

并且

zj =
√
λjyj.

那么
∂2u

∂zi∂zj
+ h(0)|x|σuα = 0.

这得到，正如在定理 3.4一样，

|z|(2+σ)/(α−1)u→ C0, 当z → 0.

容易的计算可以得到

|z|2 = ||x||2 =
∑
i,j

aij(0)xixj.

这就完成了定理的证明.
注记. 类似（3.36）和（3.47）的界限在这里同样适用。
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